STUDIO DI TECNICHE TOMOGRAFICHE A RAGGI X PER LA DISCRIMINAZIONE DI MATERIALI POLIMERICI. by RAPISARDA, ROBERTA
Università di Pisa
Facoltà di Scienze Matematiche, Fisiche e Naturali
Tesi di Laurea Magistrale
Anno Accademico 2012/2013
Studio di tecniche tomografiche a raggi X per 
la discriminazione di materiali polimerici 
Candidato         Relatore






1.2 Intensità della radiazione....................................................................................................10
1.3 Interazione radiazione – materia.........................................................................................11
1.3.1 Meccanismi di attenuazione dei fotoni.......................................................................13
1.3.2 Legge di Lambert – Beer............................................................................................24
1.4 Sorgenti di raggi X.............................................................................................................28
1.4.1 Tubo a Raggi X...........................................................................................................28
1.4.1.1 Interazione elettroni – anodo. Spettro a raggi X.................................................29
1.4.1.2 Filtrazione del fascio a raggi X...........................................................................38
1.4.1.3 Struttura del tubo microfocus con anodo in tungsteno.......................................42




2.3 Tipi di tomografi computerizzati........................................................................................57
2.4 Ricostruzione nel caso pencil beam...................................................................................60
2.5 Teorema della sezione centrale...........................................................................................67
2.6 Simple Backprojection.......................................................................................................70
2.7 Filtered Backprojection......................................................................................................73
2.8 Ricostruzione nel caso fan beam........................................................................................74
2.9 Ricostruzione nel caso cone beam......................................................................................80
2.10 Limiti per la ricostruzione del coefficiente di attenuazione lineare.................................81
2.10.1 Rumore .....................................................................................................................82
2.10.2 Campionamento spaziale .........................................................................................83
2.10.3 Campionamento angolare.........................................................................................86
2.10.4 Problema della policromaticità del fascio ................................................................87
2





3.5 Acquisizione e ricostruzione.............................................................................................111
3.6 Analisi e valutazione dei risultati.....................................................................................113
3.7 Misure per la valutazione di S/N......................................................................................117
3.8 Valutazione dei μ con sorgente policromatica e rivelatore ad integrazione di carica......120
3.9 Valutazione dei μ con sorgente policromatica e rivelatore a conteggio di fotoni............122




4.2 Sorgente policromatica e rivelatore ad integrazione........................................................125
4.3 Sorgente policromatica e rivelatore a conteggio di fotoni...............................................127
4.4 Ricostruzione dei coefficienti di attenuazione lineare nel caso di sorgente monocromatica 
e rivelatore a conteggio di singolo fotone..............................................................................129
4.5 Rapporto segnale – rumore...............................................................................................131
4.6 Confronto risultati ...........................................................................................................140
Conclusioni...............................................................................................................143
Appendice A.............................................................................................................145




A.4.1 Fan beam: filtered backprojection per rivelatore curvo...........................................151
A.4.2 Fan beam: filtered backprojection per rivelatore lineare.........................................155






L'imaging a raggi X è la registrazione dell'intensità di un fascio di raggi X che attraversa 
un oggetto posto tra la sorgente ed il rivelatore. Il fascio, omogeneo in ingresso, viene assorbito 
in modo differenziale e se ne misura la sua disuniformità spaziale dopo che è stato perturbato  
dall'oggetto. 
L'attenuazione di un fascio monocromatico di raggi X attraverso un materiale omogeneo di 
spessore t è descritta dalla legge di Lambert – Beer:
I (t)=I 0exp(−μ t)
dove I0 è l'intensità iniziale del fascio e μ è il coefficiente di attenuazione lineare del materiale. 
Per un oggetto disomogeneo di spessore totale t, l'intensità trasmessa in un punto (x,  y) su un 
piano perpendicolare all'asse di propagazione z del fascio è data da:
I ( x , y)=I 0 exp(−∫
0
t
μ( x , y , z )dz)
Nell'imaging  proiettivo a raggi X (radiografia) la misura di I (x, y) viene effettuata con rivelatori a
matrice, in tal modo vengono prodotte immagini bidimensionali.
La tomografia1 computerizzata, TC, consiste nella ricostruzione della distribuzione spaziale del 
coefficiente  lineare  di  attenuazione del  campione in  esame partendo dalla  misura  delle  sue 
proiezioni, cioè da:
pθ=−ln( I ( x , y , θ )I 0 )
acquisite  a  diversi  angoli θ.  Il  processo  di  acquisizione  e  ricostruzione  è  descritto 
matematicamente dalla Trasformata di Radon e dalla sua antitrasformata. E' possibile invertire 
1 Il termine tomografia (derivante dal greco τομοσ che significa “taglio”) indica l'immagine di una sezione piana  
di un oggetto, ortogonale ad un suo asse di simmetria.
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la  Trasformata  di  Radon,  e  quindi  ricostruire  esattamente  la  distribuzione  spaziale  del 
coefficiente di attenuazione lineare μ (x, y, z), solo nel caso ideale di onda piana monocromatica, 
numero arbitrario di  proiezioni,  risoluzione spaziale arbitraria e assenza di rumore.  Per tale  
ricostruzione  si  adotta  la  tecnica  della  retroproiezione  filtrata  (metodo  analitico)  oppure  il 
metodo iterativo, dove in generale si assume che i pixel dell'immagine da ricostruire siano un 
insieme di incognite il cui valore è calcolato con procedure ad approssimazioni successive per 
via di equazioni algebriche in termini di valori derivati dalle proiezioni.
Di  fatto,  nel  caso  concreto,  succede  che:  i  fotoni  sono  distribuiti  (spazialmente  e 
temporalmente) secondo la statistica di Poisson e ciò produce un rumore intrinseco, si hanno 
limiti  di  flusso (dovuti  alla  sorgente  o alla  necessità  di  risparmio di  dose),  il  fascio  non è  
monocromatico, i rivelatori hanno risoluzione spaziale finita e efficienza minore di 1, il numero  
di proiezioni è finito (tempo, dose). Per tutti questi motivi, la ricostruzione di  μ (x,  y,  z) sarà 
approssimata.
Lo scopo di questo lavoro è stato di verificare l'influenza che hanno alcune componenti del set  
up  sperimentale  (sorgente,  rivelatore,  parametri  di  acquisizioni  e  ricostruzione)  sulle 
ricostruzioni TC di campioni costituiti da materiali polimerici che presentano piccole differenze 
del  loro  coefficiente  di  attenuazione  lineare.  La  valutazione  è  stata  fatta  in  termini  di  
coefficiente  di  attenuazione  lineare  ricostruito  per  i  vari  campioni  e  in  termini  di  rapporto  
segnale – rumore.
La struttura di questa tesi si sviluppa in quattro capitoli:
• Primo capitolo in cui vengono esposti i principali meccanismi di interazione dei raggi X 
con la materia, la legge di Lambert – Beer, l'intensità trasmessa da un campione non  
omogeneo nel caso monocromatico e policromatico. Inoltre verrà descritto il principio di 
funzionamento  delle  sorgenti  a  raggi  X  ed  in  particolare  del  tubo  radiogeno  e  del  
sincrotrone, che sono stati utilizzati in questo lavoro.
• Secondo capitolo focalizzato sulle tecniche di acquisizione e ricostruzione tomografica. 
In particolare  viene trattato il  problema diretto,  cioè la generazione delle proiezioni, 
matematicamente descritto dalla Trasformata di  Radon e il  problema inverso, cioè la 
ricostruzione tomografica, esaminando i metodi di ricostruzione analitici (Teorema della 
sezione centrale e algoritmo della Retroproiezione Filtrata). 
• Terzo capitolo basato sulla descrizione dell'apparato sperimentale utilizzato  (sorgente, 
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rivelatore, fantocci e software di ricostruzione) e sui metodi con cui sono state acquisite 
le immagini tomografiche ed analizzate le ricostruzioni.
• Quarto capitolo in cui vengono esposti i risultati sperimentali ottenuti; in particolare le 






La scoperta dei raggi X avvenne nel 1895 da parte del fisico Wilhelm Conrad Röntgen. 
Egli scoprì questa radiazione capace di attraversare parzialmente oggetti otticamente opachi e 
impressionare  le  lastre  fotografiche  mentre  sperimentava  gli  effetti,  in  vuoto,  del 
bombardamento di un bersaglio metallico con un fascio di elettroni accelerati (o raggi catodici). 
Data la natura allora ignota di queste radiazioni, Röntgen le chiamò “raggi X”. 
Combinando  la  capacità  di  attraversare  corpi  opachi  e  quella  di  impressionare  le  lastre 
fotografiche, Röntgen cominciò ad interporre tra la sorgente dei raggi X e una lastra fotografica 
vari oggetti registrando così la perturbazione del fascio indotta da questi e ponendo le basi dello  
sviluppo delle tecniche di imaging a raggi X. Un certo tipo di imaging richiede fotoni in un dato 
intervallo energetico. 
In questo lavoro l'intervallo energetico a cui si fa riferimento sarà 5 – 100 keV.
In questo capitolo saranno descritti i meccanismi di generazione dei raggi X e di interazione con 
la materia, con riferimento al suddetto intervallo.
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1.2 Intensità della radiazione
L'intensità di un fascio monocromatico di raggi X sarà determinata dal numero di fotoni 
N nel fascio. L' energia totale trasportata da un fascio monocromatico è:
E tot=NE γ (1.1)
dove Eγ è l'energia del singolo fotone. 
Nel caso di fascio policromatico, se N(E) è il numero di fotoni di energia E allora 
N tot=∫N (E)dE (1.2)
e l'energia totale trasportata è:
E tot=∫E N (E )dE (1.3)
La  misura  dell'intensità  I del  fascio  dipende  dallo  strumento  di  rivelazione  utilizzato,  in 
particolare:
• I è proporzionale al numero totale di fotoni I ∝N tot nel caso di rivelatori a conteggio di 
fotoni;
• I è proporzionale all'energia totale I ∝E tot nel caso dei rivelatori ad integrazione.
Nel caso di un fascio non omogeneo, come quello che emerge da un campione interposto tra la  
sorgente  e  il  rivelatore,  l'intensità  I è  una  funzione  di  x e  y,  avendo fissato  un  sistema  di 
coordinate in cui z è l'asse di propagazione del fascio e (x, y) è il piano perpendicolare.
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1.3 Interazione radiazione – materia




tali  interazioni sono casuali  e governate da leggi  statistiche.  Se si  indica con  η lo spessore 
dell'oggetto,  allora  la  diminuzione  del  numero  di  fotoni  a  causa  dell'interazione  sarà 
direttamente proporzionale al  volume  ΔV dell'oggetto ed al  numero di fotoni  N in ingresso. 
Questa proporzionalità si può esprime nella relazione:
Δ N=−α N dV (1.4)
dove  il  segno  meno  indica  la  riduzione  del  numero  di  fotoni  e  α è  una  costante  di 
proporzionalità.  Introducendo  μ (coefficiente  di  attenuazione  lineare)  e  detta  S la  sezione 
trasversa alla direzione del fascio (Fig.1.1), si può scrivere 
μ=α S  [cm-1] . (1.5)
Pertanto la relazione (1.4) può essere riscritta come:
Δ N=−μ N Δ η (1.6)
Il coefficiente di attenuazione lineare μ,  è generalmente dato dal numero di atomi per unità di 
volume, Natomi, moltiplicato per la probabilità relativa ai processi di interazione che rimuovono il 
fotone dal fascio della radiazione incidente.
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Indipendentemente dallo strumento di misura, l'intensità I è proporzionale al numero di 
fotoni N. L'intensità della radiazione che attraversa un campione di spessore Δη è:
I (η+Δη)= I (η)−μ (η) I (η)Δ η (1.7)
Riordinando la (1.7) e passando al limite per Δη che tende a zero si ottiene:
lim
Δη→0




=−μ(η) I (η) (1.8)
Si è assunto un materiale omogeneo, cioè nell'equazione l'oggetto può essere descritto da un 
singolo coefficiente di attenuazione costante μ (η) = μ lungo l'intera lunghezza di penetrazione. 
Questo  porta  ad  un'equazione  differenziale  lineare  ed  omogenea  a  coefficienti  costanti.  La 
soluzione è ottenuta separando le variabile nel membro di destra della (1.8):
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Figura 1.1 - Oggetto di spessore η ed area S.
Figura 1.2 - Attenuazione di raggi X monocromatici  
attraverso un oggetto omogeneo di spessore Δη .[3]
dI
I (η)
=−μ (η)d η (1.9)
con dI la variazione dell'intensità del fascio dopo aver attraversato lo spessore dη.  Integrando 
ambo i membri e successivamente passando all'esponenziale si arriva alla conosciuta legge di  
attenuazione di Lambert - Beer:
I (η)=I 0exp (−μη) (1.10)
con I0 intensità iniziale. Le intensità I e I0 possono essere misurate quindi la quantità (μ η), nel 
caso di fascio monocromatico e oggetto omogeneo, può essere calcolata. Inoltre, conoscendo μ 
è possibile ricavare η e viceversa.
1.3.1 Meccanismi di attenuazione dei fotoni




ρ σtotale=N atomiσ totale (1.11)
dove  σtotale è la somma delle probabilità dei vari processi di interazioni che hanno luogo nel  
materiale,  Na è il numero di Avogadro (Na = 6.023∙1023 mol-1),  A è il  peso atomico e  ρ è la 
densità del materiale attraversato. 
I processi di interazione della radiazione con la materia, nell'intervallo di energia studiato, sono: 
l'assorbimento  fotoelettrico,  lo  scattering Compton e  lo  scattering  Rayleigh  (diffusione  del 
fotone). Le probabilità di tali processi sono indicate con  τ per il fotoelettrico, con σC per lo 
scattering Compton e con  σR per lo  scattering Rayleigh. Pertanto la (1.11) può essere scritta 
come:
μ=N atomi(τ+σC+σ R) (1.12)
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Assorbimento fotoelettrico
Consiste nell'assorbimento di un fotone da parte di un elettrone atomico che viene espulso dalla 
shell atomica in cui si trovava (l'elettrone viene chiamato  "fotoelettrone"), lasciando l'atomo 
ionizzato con una lacuna in una delle sue shell. 
Si indicano con Eb l'energia di legame dell'elettrone nella sua shell originaria e con hν l'energia 
del fotone incidente. Affinché il processo possa avvenire dev'essere hν ≥ Eb. L'energia cinetica 
Te del fotoelettrone è:
T e=h ν−Eb           (1.13)
Non  esiste  un'espressione  analitica  per  la  probabilità  di  fotoelettrico,  essa  dipende  dal 




         (1.14)
dove Z è il numero atomico del materiale e l'esponente n varia tra 4 e 5. Pertanto la probabilità 
aumenta con Z e diminuisce con l'energia. 
In  alcuni  casi,  l'emissione  dell'elettrone  è  accompagnata  dalla  produzione  di  raggi  X 
caratteristici  oppure  dall'espulsione  di  un  elettrone  Auger  in  seguito  a  ricombinazioni 
elettroniche per colmare la lacuna del fotoelettrone.





τ [cm2/ g ] (1.15)
dove Na è il numero di Avogadro, A è il peso atomico, ρ è la densità del materiale attraversato e 
τ è la probabilità data da (1.14).
Di seguito si riportano due grafici di  μph  /ρ in funzione dell'energia (nell'intervallo che va da 
10-3 a 10-1 MeV) per l' ossigeno (Z = 8) e per lo zirconio (Z = 40).
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Si nota che nel grafico per lo zirconio in figura 1.3b sono presenti delle discontinuità. 
Tali  discontinuità,  chiamate  anche  absorption  -  edges, si  manifestano  quando  l'energia  del 
fotone  incidente  corrisponde  all'energia  di  legame  dell'elettrone  di  una  shell atomica  del 
materiale. La discontinuità indicata in figura 1.3b come K –  edge corrisponde all'energia di 
legame della shell K nello zirconio (EK-edge_Zr = 1.8∙10-2 MeV). Per energie sopra la discontinuità, 
l'energia del fotone è sufficiente affinché avvenga interazione fotoelettrica in cui un elettrone 
della shell K viene espulso dall'atomo. Per energie del fotone sotto il K – edge questo processo 
non è possibile. Pertanto, all'aumentare dell'energia, nell'intorno del K – edge, ci sarà una rapida 
variazione di  τ perchè la  probabilità  totale  di  interazione fotoelettrica  aumenta in  quanto  è  
energeticamente possibile un nuovo meccanismo di interazione.
Con riferimento ai grafici di figura 1.3, si nota che l'ossigeno non presenta edges nell'intervallo 
energetico mostrato (EK-edge_O = 5.43∙10-4 MeV) mentre lo zirconio presenta tre L – edges per 
EL1-edge = 2.22∙10-3 MeV, EL2-edge = 2.31∙10-3 MeV, EL3-edge = 2.53∙10-3 MeV.
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Figura 1.3 – Coefficiente di attenuazione massico fotoelettrico per due elementi a diverso Z: a) ossigeno;  
b) zirconio. [2]
Scattering   Compton 
Questo processo può essere descritto come un urto tra due particelle: un fotone ed un elettrone  
libero.  Il  fotone con energia cinetica  hν e  quantità di  moto  p =  hν/c urta un elettrone,  che 
supponiamo inizialmente fermo (energia  cinetica  Te =  0).  Dopo la collisione,  il  fotone sarà 
diffuso con angolo  θ rispetto  alla  direzione di  incidenza e  con energia cinetica  hν',  mentre 
l'elettrone sarà diffuso con angolo φ ed energia cinetica:
T e=h ν−h ν ' (1.16)
Imponendo la conservazione dell'energia e della quantità di moto si ottiene la relazione 
che lega l'energia del fotone diffuso con l'angolo di scattering θ:





dove m0 c2 = 0.511 MeV, essendo m0 la massa a riposo dell'elettrone2.
L'energia cinetica acquisita dall'elettrone è quindi:
T e=hν−h ν '=hν( (hν /m0 c2)(1−cosθ)1+(hν /m0 c2)(1−cosθ)) (1.18)
Per  piccoli  angoli  di  scattering,  l'elettrone  ha  un'energia  cinetica  molto  piccola  e  il  fotone 
2 m0 = 9.108·10-28 g ; c = 2.998·1010 cm/s.
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Figura 1.4 - Diffusione Compton.[3]
diffuso ha circa la stessa energia del fotone incidente. 
La sezione d'urto differenziale, cioè la probabilità che questa interazione avvenga per unità di 





2(1+cos2θ2 )(1+ α2(1−cosθ)2(1+cos2θ)[1+α(1−cosθ)]) (1.19)
dove  α  ≡ hv/m0c2 e  r0 è  il  raggio  classico3 dell'elettrone.  La  probabilità  che  avvenga  uno 
scattering Compton per un atomo del materiale assorbente aumenta linearmente con il numero 
atomico Z. Per ricavare la probabilità totale, per elettrone, che avvenga scattering Compton la 
relazione (1.19) dev'essere moltiplicata per l'elemento di angolo solido  dΩ = 2π·sinθ dθdφ e 
integrata su tutti gli angoli θ (è indipendente dall'angolo φ). Pertanto si ha:
σC=Z 2π r0
2[(1+αα2 )(2 (1+α)1+2α − ln (1+2α)α )+ ln(1+2α)2α − 1+3α(1+2α)2 ] (1.20)






2/ g ] (1.21)
dove σC è la probabilità che avvenga scattering Compton.
La distribuzione angolare dei fotoni diffusi è rappresentata in figura 1.5: il fotone è diffuso ad  
angoli tanto più piccoli quanto maggiore è l'energia del fotone incidente. 
3 r0 = 2.818·10-13 cm.
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Un  plot  per  il  coefficente  di  attenuazione  massico μC /ρ in  funzione  dell'energia 
(nell'intervallo da 10-3 a 10-1 MeV) è mostrato in figura 1.6 per due elementi a diverso numero 
atomico: ossigeno e zirconio. 
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Figura 1.6 – Coefficiente di attenuazione massico per lo scattering Compton per due elementi a diverso Z:  
a)ossigeno; b)zirconio.[2]
Figura 1.5 - Diagramma polare per la sezione d' urto dei  
fotoni diffusi.[1]
Scattering Rayleigh (diffusione coerente)
E' un processo elastico di interazione del fotone con l'intero atomo che comporta diffusione 
senza scambio di energia. 





che quindi cresce con Z2 e decresce con E2. 
Se si definisce θR la semi apertura angolare di un cono contenente il 75% dei fotoni diffusi per 
scattering Rayleigh, questo può essere messo in relazione con  E e  Z attraverso la seguente 
relazione [5]:
θ R≈2arcsin(0.0133Z1 /3E ) (1.23)
θR aumenta con il crescere di Z, e diminuisce con l'aumentare di E.
Gli  angoli  di  scattering per  diffusione  coerente  in  un  materiale  (ad  esempio  l'acqua)  sono 
illustrati in figura 1.7 per differenti energie dei fotoni incidenti: a basse energie la distribuzione  
angolare è molto allargata; all'aumentare dell'energia diventa più probabile che i fotoni vengano 
diffusi a piccoli angoli.
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Figura 1.7 - Densità di probabilità in funzione degli  
angoli di scattering Rayleigh. [6]






2/ g ] (1.24)
dove σR è data dalla (1.22).
In figura 1.8 si riportano due grafici che mostrano μR /ρ in funzione dell'energia (nell'intervallo 
da 10-3 a 10-1 MeV) per i due elementi di diverso  Z considerati fino ad ora, cioè ossigeno e 
zirconio. 
A seguito delle interazioni sopra esposte possono verificarsi vari fenomeni secondari (ad 
esempio  i  fotoni  che  hanno  subito  scattering possono  fare  ulteriori  interazioni  di  tipo 
fotoelettrico o Compton), in seguito ai quali ci sarà rilascio di energia sotto forma di fotoni  
all'interno del materiale .
Di seguito vengono riportate due tabelle con i valori del coefficiente di attenuazione massico 
per  l'assorbimento  fotoelettrico,  per  lo  scattering Compton  e  per  lo  scattering coerente 
(Rayleigh)  e  il  valore  dell'attenuazione totale  rispettivamente per  lo  zirconio  (alto  Z)  e  per 
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Figura 1.8 - Coefficiente di attenuazione massico per lo scattering Rayleigh per due elementi a diverso Z:  
a)ossigeno; b)zirconio.[2]
l'ossigeno (basso Z). Sono state arbitrariamente scelte tre diverse energie espresse in MeV. 
I valori contenuti nelle tabelle sono stati presi dal data base sul sito del NIST [2].
Energia
[MeV]
Coefficiente di attenuazione massico [cm²/g]













3.0×10-3 1.767×103 2.691×10-2 4.944 1.772×103
4.0×10-2 1.093×101 1.168×10-1 3.384×10-1 1.139×101
1.0×10-1 7.757×10-1 1.184×10-1 7.163×10-2 9.657×10-1
Tabella 1.1 - Confronto a diverse energie dei coefficienti di attenuazione massici per i tre meccanismi di  
interazione radiazione – materia.
Energia 
[MeV]
Coefficiente di attenuazione massico [cm²/g]













3.0×10-3 2.160×102 5.089×10-2 1.002 2.171×102
4.0×10-2 6.395×10-2 1.624×10-1 3.215×10-2 2.585×10-1
1.0×10-1 3.111×10-3 1.460×10-1 5.988×10-3 1.551×10-1
Tabella 1.2 - Confronto a diverse energie dei coefficienti di assorbimento massici per i tre meccanismi di  
interazione radiazione – materia.
1.3.2 Legge di Lambert – Beer
Si considera adesso un fascio monocromatico di fotoni, sottile,  ben collimato, diretto 
verso un rivelatore e uno strato di materiale assorbente di spessore η interposto tra la sorgente 
del fascio ed il rivelatore, che sono ad opportuna distanza tra loro (Fig.1.9). 
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Per  un  rivelatore  di  piccole  dimensioni  i  soli  fotoni  che lo  raggiungono sono quelli 
primari che non sono stati assorbiti o deflessi dal materiale. Il risultato è espresso dalla legge di  
Lambert - Beer (1.10):
I
I 0
=exp (−μ η)=exp (−N atomi(τ+σC+σR)⋅η) (1.25)
dove il coefficiente di attenuazione lineare μ è dato da (1.12).
Se si considera invece un rivelatore di grandi dimensioni, i fotoni che vi arrivano non sono solo 
quelli  primari  ma  anche  quelli  secondari:  parte  dei  fotoni  che  hanno  subito  processi  di 
scattering e  parte  dei  fotoni  prodotti  all'interno  del  materiale  a  seguito  dei  processi  di 
interazione. Pertanto, le condizioni che portano alla semplice legge di attenuazione esponenziale 
(1.25) sono violate a causa dell'incremento della risposta del rivelatore dovuto all'aggiunta dei 
fotoni secondari. Questa situazione può essere descritta dalla seguente relazione [1]:
I
I 0
=B(η ,E γ)exp(−μη) (1.26)
dove B (η, Eγ) è un fattore moltiplicativo di correzione chiamato fattore di  buildup   . 
Esso dipende dal tipo di rivelatore utilizzato (con un detector di piccole dimensioni, raggiunto 
solo dai fotoni primari, il fattore di buildup è 1) e dalla geometria dell'esperimento. 
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Figura 1.9 - Schema di un fascio monocromatico, incidente in un rivelatore, che  
attraversa un oggetto di spessore η.
Assorbimento da un materiale non omogeneo e fascio policromatico
Passando al caso di un materiale non omogeneo (in cui il coefficiente di attenuazione 
lineare  μ non  dipende  costantemente  dallo  spessore  η di  materiale),  sempre  per  fotoni 
monocromatici, indicando con s la linea di propagazione del fascio lungo una sezione piana del 
materiale si ha: 
I (s )=I 0exp(−∫0
s
μ (η)d η) (1.27)
Si consideri la quantità p (proiezione):
p=−ln( II 0) (1.28)





La misura di  I e  I0 permette di  calcolare  p,  ma anche conoscendo lo spessore totale non è 
possibile ricavare μ in quanto esso varia nello spazio, cioè μ = μ (η).
Nella pratica le sorgenti a raggi X utilizzate per l'imaging sono policromatiche, quindi bisogna 






μ (E , η)d η)dE (1.30)
dove Emax è l'energia massima dello spettro.  Pertanto, si scrive l'intensità  I e la proiezione nel 
caso di rivelatori a conteggio di fotoni e nel caso di rivelatori ad integrazione di carica:







μ(E ,η)d η))dE (1.31)
dove  N0(E)  è  il  numero  di  fotoni  incidenti  che  dipende  dall'energia.  Se  l'intensità  














N 0(E)dE ) (1.33)




E N 0(E )(exp(−∫0
s
μ (E , η)d η))dE (1.34)




E N 0(E )dE (1.35)









E N 0(E)dE ) (1.36)
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In questo caso, anche conoscendo lo spessore totale η dell'oggetto, non è possibile ricavare μ sia 
perchè varia nello spazio, cioè μ = μ (η), e sia perchè è dipendente dall'energia. 
1.4 Sorgenti di raggi X
In questo paragrafo saranno descritte le sorgenti di raggi X che sono state utilizzate in 
questo lavoro.
1.4.1 Tubo a Raggi X
Il tubo radiogeno è lo strumento da laboratorio utilizzato per la produzione dei raggi X 
(Figura 1.10). Esso è  formato da un’ampolla di vetro all'interno della quale viene praticato il 
vuoto. L'ampolla al suo interno contiene un filamento metallico (catodo), che funge da sorgente 
di elettroni e un bersaglio, composto da un materiale con elevato numero atomico e con alto 
punto  di  fusione,  (anodo). Il  filamento  metallico,  di  solito  in  tungsteno,  quando  viene 
attraversato da una corrente, libera, per effetto termoionico, elettroni4.  Tali elettroni vengono 
accelerati verso l'anodo grazie alla differenza di potenziale che viene applicata tra catodo ed 
anodo. 
L'interazione degli elettroni con gli atomi del materiale anodico determina la produzione dei 
raggi X, che si formano nel volume d'impatto e vengono irraggiati in tutte le direzioni. Poiché 
l’emissione di raggi X è spazialmente isotropa, la maggior parte di questi fotoni viene assorbita  
nello stesso anodo o dalle pareti dell’involucro, e solo una parte passa attraverso una zona del 
tubo non schermata (detta finestra). Il tubo può essere dotato di un collimatore in modo che la  
direzione e le dimensioni del flusso di fotoni uscente possa essere variato secondo le necessità. 
Le sorgenti  non sono puntiformi ma hanno dimensione finita  caratterizzata da una quantità 
chiamata spot size della sorgente.
4 Carica degli elettroni e = 1.602·10-19 C.
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1.4.1.1 Interazione elettroni – anodo. Spettro a raggi X
La produzione dei raggi X avviene per conversione dell'energia cinetica del fascio di 
elettroni in radiazione elettromagnetica.  L'interazione del fascio di elettroni accelerati con il 
materiale che costituisce il bersaglio avviene secondo diversi processi. Sono due i principali 
processi  fisici  responsabili  dell'emissione  dei  raggi  X:  radiazione  per  frenamento o 
bremsstrahlung ed emissione caratteristica.
Si inizia col descrivere i meccanismi di interazione degli elettroni col materiale bersaglio per  
poi parlare dei meccanismi di emissione dei raggi X.
Interazione degli elettroni liberi con la materia
Quando un elettrone libero interagisce con gli atomi di un materiale, esso può rilasciare la sua 
energia cinetica sia tramite urti anelastici con gli elettroni orbitali del materiale bersaglio, sia  
tramite  l'emissione  di  radiazione  di  bremsstrahlung.  L'energia persa  può essere  descritta  in 
termini di variazione di energia per unità di lunghezza:
(dEdx )=(dEdx )r+(dEdx )coll (1.37)
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Figura 1.10 - Schema tubo radiogeno.
Il primo termine è dato dall'equazione che descrive la perdita di energia attraverso il processo 
radiativo di bremsstrahlung [1]:





(4 ln 2 Em0c2−43) (1.38)
La presenza di Z2 e dell' energia degli elettroni, E, al numeratore mostra che la perdita di energia 
per  bremsstrahlung cresce  all'aumentare  del  numero  atomico  Z del  target e  al  crescere 
dell'energia cinetica dell'elettrone che irraggia. 
Il secondo termine della (1.37) è dato dall'equazione di Bethe – Bloch e descrive la perdita di  
energia dovuta a processi collisionali [1]:
−(dEdx )coll=
2π e4 N Z
m0 v
2 (ln( m0 v 2 E2I2(1−β2))−(ln2)(2 √(1−β2)−1+β2)+(1−β2)+18 (1−√(1−β2))2) (1.39)
La velocità dell'elettrone è data in unità di velocità della luce, e cioè  β =  v/c;  E è l'energia 
cinetica che viene trasferita in ogni singola collisione; I rappresenta l'energia di ionizzazione del 
materiale; N rappresenta il numero di atomi del materiale assorbente nell' unità di volume. 
Meccanismi di emissione, formazione dello spettro dei raggi X
• Bremsstrahlung
Classicamente, l'accelerazione di particelle cariche comporta l'emissione di radiazione 
elettromagnetica.  Da un punto di  vista  quantistico,  l'interazione di  un singolo  elettrone nel  
bersaglio è accompagnata da emissione di fotoni. 
Non tutti gli elettroni, una volta che incidono sul target,  vengono decelerati allo stesso modo: 
alcuni vengono fermati in un singolo impatto con i nuclei del bersaglio cedendo tutta la loro  
energia in una sola volta; altri vengono deviati perdendo frazioni dell'energia totale, eU, prima 
di essere fermati. Questo processo crea una distribuzione continua di energia il cui intervallo è 
determinato dalla differenza di potenziale U tra catodo ed anodo. 
L'energia massima dei fotoni emessi in questo processo è data dall'energia cinetica massima 
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dove  U è la differenza di potenziale,  v la velocità degli elettroni e  h è la costante di Planck 
(h = 6.626∙10-34 Js). L'intensità del fascio, o il flusso, è controllata dalla corrente anodica. 
E'  possibile  ricavare  lo  spettro  di  bremsstrahlung considerando  un  fascio  di  elettroni 
monoenergetici di energia  E1,  che incide su un materiale di spessore tale (target sottile) che 
nessun elettrone abbia più di una collissione al suo interno. Il fascio monoenergetico di elettroni 
dà origine ad una distribuzione uniforme con end point a E1 (Fig. 1.11a) [8]. 
Si consideri adesso un bersaglio spesso come la sovrapposizione di numerosi target sottili ed in 
grado di arrestare completamente gli elettroni. Pertanto lo spettro degli elettroni, aventi energia 
iniziale E1, dopo il passaggio attraverso il primo strato sottile del target avrà un'energia massima 
Emax = E2 < E1. Tali elettroni produrranno uno spettro uniforme con end point a E2 (Fig. 1.11b). 
Iterando questo processo fino all'arresto completo degli elettroni (En = 0) e considerando la 
somma  degli  spettri  prodotti  in  ogni  strato,  si  ottiene  la  forma  dello  spettro  totale  com'è 
mostrato in  figura 1.11 (linea tratteggiata).  Si  dimostra (Kramers,  1923) che,  il  profilo  che 
risulta  dalla  sovrapposizione  delle  aree  rettangolari  in  figura  1.11  viene  descritto  da  una 
funzione [4]:
I E=CN e Z (Emax−E) (1.41)
dove IE è la distribuzione dell'intensità in funzione dell'energia, C è una costante caratteristica 
del materiale bersaglio,  Ne è il numero di elettroni incidenti e  Emax è la massima energia dei 









che è proporzionale all'area sotto la linea tratteggiata in figura 1.11.
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Questo modello non tiene conto dell'interazione dei fotoni di bremsstrahlung nell'anodo 
stesso.  In  realtà,  uno  spettro  di  raggi  X  di  bremsstrahlung è  sempre  sottoposto  ad 
autoassorbimento nel target. Poiché tale assorbimento è maggiore per fotoni di minore energia, 
l'effetto sarà quello di deprimere la parte di più bassa energia dello spettro.
L'efficienza  di  conversione  di  energia  cinetica  degli  elettroni  in  energia  di  radiazione  di 
bremsstrahlung può essere descritta dalla legge [3]:
η=KZU (1.43)
dove  K è  una  costante  pari  a  K =  9.2∙10-7 kV-1 (Kramers,  1923)  quando  la  differenza  di 
potenziale, U, che accelera gli elettroni è espressa in kV. Quindi l'efficienza è maggiore ad alti  
voltaggi e per materiali ad elevato Z.
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Figura 1.11 - Il diagramma principale mostra lo spettro per un target di spessore arbitrario  
prodotto dalla sovrapposizione degli spettri di intensità per target sottili riportanti nei  
grafici a b, c, d, e. [8]
• Emissione caratteristica
Allo spettro continuo sono sovrapposti picchi di intensità molto stretti a precise energie 
dovuti ai raggi X caratteristici.  Se un elettrone incidente sul bersaglio ha sufficiente energia 
cinetica (maggiore dell'energia di legame di un elettrone atomico di una delle shell più interne), 
può espellere  un  elettrone  da una  shell  e  lasciare  l'atomo in  uno stato  eccitato.  Uno degli 
elettroni più esterni (per esempio della  shell successiva) va ad occupare la lacuna formatasi. 
Questo processo è accompagnato dall'emissione di un fotone con energia pari alla differenza di 
energia tra le due  shell. Un esempio del bilancio dell'energia della transizione di un elettrone 
dalla shell atomica L a quella K è dato da: 
E K→ E L+h νKL (1.44)
Questo processo determina righe quasi monocromatiche nello spettro di raggi X (Figura 1.12) 
che  sono  chiamate  righe  caratteristiche in  quanto  le  energie  alle  quali  si  presentano  sono 
caratteristiche del materiale anodico usato. Queste righe vengono indicate nel seguente modo: 
Kα,  Kβ,  Kγ,... denotano la transizione di un elettrone dalla  shell L, M, N,... alla  shell K;  Lα,  Lβ 
Lγ,... denotano la transizione dalla shell M, N, O,...alla shell L etc. 
Esiste una relazione, nota come Legge di Moseley, che lega l'energia  E dei fotoni emessi e il 
numero atomico Z dell'atomo che lo ha emesso. Questa è data da [13]: 
E=C (Z−σ)2 (1.45)
dove C e σ sono relativi alla particolare transizione delle shell coinvolte nel processo. 
La diseccitazione dell'atomo, avente una lacuna in una  shell elettronica, può essere trasferita 
direttamente ad un elettrone più esterno causandone l'espulsione dall'atomo. Questo elettrone è 
chiamato elettrone Auger ed avrà energia data dalla differenza Ef – Ei tra le energie delle shell 
coinvolte. Questo meccanismo, concorrente alla produzione di X caratteristici, ha probabilità 
costante per tutti gli elementi.
L'emissione di radiazione caratteristica avviene con una certa probabilità che è definita dallo  
yield di fluorescenza ω, per esempio relativo alla shell K, dato da:
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ωK=
n° totale di fotoni X k prodotti
n ° di lacune∈K
(1.46)
Ricordando che la probabilità di emissione Auger è una costante, per un elemento di numero  





dove a è una costante positiva di valore pari ad a = 1.12∙106, per emissioni relative alla shell K. 
Pertanto, per elementi con basso numero atomico Z predomina il processo di emissione Auger, 
mentre per elementi con elevato numero atomico domina l'emissione caratteristica. 
Nella seguente tabelle si riportano alcuni valori per lo  yield di fluorescenza ωK relativo alla 
transizione radiativa che riempe una lacuna nella shell K.
Z 10 20 30 50 80 100
ωK 9∙10-3 0.12 0.42 0.85 0.97 0.99
Tabella 1.3 - Valori di ωK in funzione del numero atomico Z.
Nella  figura 1.12 vengono riportati  spettri  a  raggi  X per  una sorgente con anodo di  
tungsteno  e  per  differenze  di  potenziale  comprese  tra  80  kV  e  140  kV.  Alle  energie 
corrispondenti alle righe caratteristiche (Kα,  Kβ), il meccanismo di produzione più efficiente è 
l'emissione caratteristica. 
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1.4.1.2 Filtrazione del fascio a raggi X
In un intervallo di energia in cui non sono presenti edges, il coefficiente di assorbimento 
lineare di un certo materiale diminuisce al crescere dell'energia. Si considera un tale materiale di 
fissato spessore, interposto tra la sorgente policromatica e un rivelatore; lo spettro dei fotoni che 
attraversano  il  materiale  sarà  diverso  da  quello  emesso  dalla  sorgente.  In  particolare  le  
componenti a bassa energia verranno attenuate maggiormente rispetto a quelle ad alta energia. 
Questa è l'origine del così detto fenomeno di indurimento del fascio, o beam hardening. 
In figura 1.13 si riporta lo spettro prodotto da un tubo a raggi X con differenza di potenziale pari 
a  40  kV  e  con  un  anodo  in  tungsteno.  Si  tratta  di  una  simulazione  che  tiene  conto 
dell'autoassorbimento dell'anodo, dell'assorbimento della finestra di berillio, del kerma in aria 
(pari a 1 Gy) e di eventuali materiali interposti tra la sorgente e il rivelatore (ad esempio è stato  
scelto un filtro di Alluminio di diverso sperssore: 2mm e 4mm. Si veda figura 1.13b-c). Tale 
simulazione è stata eseguita con il software presente sul sito Siemens per la simulazione degli 
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Figura 1.12 - Spettro a raggi X prodotto da un tubo con anodo in  
tungsteno e a diversi voltaggi. Sono stati aggiunti 2mm Al come filtro. [3]
spettri a raggi X [9].
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Figura 1.13 - Spettro da un target in W con U = 40kV. a) Spettro non filtrato. b) Spettro filtrato con  
2mm di Al. c) Spettro filtrato con 4mm di Al. [9]
Figura 1.14 - Coefficiente di  
attenuazione lineare per Al. [2]
Nel caso in cui viene interposto un materiale che presenta un K – edge nell'intervallo di 
energia considerato, si ha, in corrispondenza dell'energia del K –  edge in cui l'assorbimento 
aumenta bruscamente, una riduzione della radiazione.
Per esempio, in figura 1.16 si riporta lo spettro prodotto da un tubo a raggi X con differenza di 
potenziale pari a 40kV e con anodo in tungsteno. Si tratta di una simulazione [9] che tiene conto 
di uno spessore di 0.1mm di Molibdeno più 2mm di Alluminio. Si nota come, in corrispondenza 
del K – edge del Molibdeno (EK –  edge_Mo = 2·10-2 MeV, figura. 1.15), si ha una riduzione della 
radiazione (Fig.1.16) . 
Pertanto, usando materiali di diversa natura e di diversi spessori è possibile modificare,  
entro certi limiti, lo spettro della radiazione.
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Figura 1.15 - Coefficiente di attenuazione lineare  
del Mo. [2]
Figura 1.16 - Spettro filtrato con 2mm di Al e 0.1 mm 
di Mo. [9]
1.4.1.3 Struttura del tubo microfocus con anodo in tungsteno
In un tubo microfocus a raggi X, anodo e targhetta sono separati. Il fascio di elettroni 
passa attraverso un foro nell'anodo ed è diretto su una lente elettromagnetica che lo focalizza sul  
target, formato da un sottile strato di tungsteno posto su una piastra di metallo leggero.
Il diametro della macchia focale determina la dimensione della sorgente di raggi X. In questo 
modo è possibile realizzare sorgenti di piccole dimensioni (1 – 10μm).
1.4.2 Radiazione di sincrotrone
La “luce di sincrotrone” è la radiazione elettromagnetica emessa da particelle cariche 
(solitamente elettroni o positroni) in moto, a velocità relativistiche, sotto l'azione di un campo 
magnetico applicato il quale le forza a viaggiare lungo una traiettoria curvilinea. 
Il campo magnetico  B⃗ agisce su una carica  q, in moto con velocità  v⃗,  attraverso la forza di 
Lorentz F⃗=q ( v⃗∧B⃗). L'energia emessa, per unità di tempo, da una carica relativistica di energia 
E che si muove sotto l'azione di un campo magnetico costante è data dalla seguente formula:
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2 γ4[γ2( β⃗⋅d β⃗dt )+(d βdt )2] [eV s−1] (1.48)
dove  γ =  E/m0c2 e  β =  v/c essendo  v la velocità delle particelle (per particelle relativistiche 
β ~ 1). Si osserva che la potenza irraggiata,  W, cresce con la quarta potenza dell'energia delle 
particelle ma decresce con la quarta potenza della massa a riposo m0. Questo significa che ci si 
deve aspettare un irraggiamento apprezzabile solo nel caso di elettroni di alta energia. In un 
tratto circolare l'accelerazione è centripeta e quindi perpendicolare alla velocità della particella 
d β⃗ /dt⊥ β⃗  e al campo magnetico B⃗. Trascurando l'accelerazione longitudinale, che è molto più 








L'emissione  di  radiazione  di  sincrotrone  è  collimata  in  un  cono  il  cui  asse  è  in  direzione 
tangenziale rispetto all'orbita delle particelle e il cui semi – angolo è dato da
ψ≈m0 c
2/E≈1/γ (1.50)
Per gli elettroni  γ = 1957  E [GeV], così che per uno  storage ring in cui  E = 1 GeV si ha 
ψ ≈ 0.5mrad: la radiazione di sincrotrone è altamente collimata.
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Figura 1.18- Divergenza della  
radiazione di sincrotrone. [10]
Aumentando l’energia delle particelle, aumenta la potenza emessa e la stessa si concentra lungo 
la direzione del moto.
Il processo di produzione della radiazione di sincrotrone avviene in appositi acceleratori 
circolari  (anelli5 di  accumulazione)  composti  da  una  serie  di  elementi  che  agiscono  sul 
pacchetto  (bunch)  di  elettroni  in  maniera  differente:  i  magneti  curvanti o  bending  magnet 
(dipoli) che, dotati di campi magnetici uniformi diretti ortogonalmente alla direzione del moto, 
hanno  il  compito  di  guidare  il  bunch lungo  una  traiettoria  circolare;  i  sistemi  focalizzanti 
(quadrupoli, etc...); le cavità acceleratrici, chiamate cavità a radio – frequenza, che restituiscono 
l’energia persa dagli elettroni per irraggiamento. 
Lo spettro della radiazione prodotta da un dipolo magnetico curvante,  bending magnet  (Fig. 












La lunghezza d'onda critica, λc (rappresentata dalla linea discontinua in figura 1.19), divide lo 
spettro  in  due  parti  di  uguale  potenza  irradiata:  il  50%  della  potenza  totale  è  irradiata  a  
lunghezze d'onda minori di λc e l'altro 50% a lunghezze d' onda maggiori di λc.
Si può scrivere la (1.51) in funzione dell'energia:
5 Il termine anello non è proprio esatto. I moderni sincrotroni sono formati da un susseguirsi di sezioni diritte e 
di sezioni curve che raccordano le sezioni diritte.
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dove R è il raggio di curvatura che dipende dall'energia dell'elettrone, E, e dal campo magnetico 
B:
R[m ]=3.33 E [GeV ]
B [T ] (1.53)
Pertanto, l'energia critica εc è data (in keV) da:
εc=0.665 E
2 B (1.54)
L’impiego dei sincrotroni, dedicati alla produzione di raggi X, è molto diffuso in vari ambiti: 
cristallografia, biologia, imaging. Infatti, questi apparati possono fornire uno spettro continuo di 
fotoni con un flusso molto superiore a qualsiasi altra sorgente.
Si definisce la brillanza come il  numero di fotoni emessi  dalla sorgente nell’unità di 
tempo, nell’unità di angolo solido, per unità di superficie della sorgente e per unità di larghezza 
di banda (bandwidth), intorno all’energia della radiazione considerata, definita pari a 0.1%.
Brillanza= n° di fotoni / sec
(mrad )2(mm2 area sorgente)(0.1 %bandwidth)
(1.55)
La brillanza delle  sorgenti  di  radiazione di sincrotrone è  cresciuta  durante  gli  ultimi 
trenta anni di tre ordini di grandezza ogni dieci anni per raggiungere i valori attuali di circa 
1021~1022 photons / s /mm2/mrad 2/0.1BW.
• Dispositivi di inserzione
L'aumento della brillanza si è avuto dall’utilizzo di dispositivi di “inserzione”. Essi sono 
strutture magnetiche periodiche poste nei tratti rettilinei dell'anello e sono di due tipi: wiggler e 
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ondulatori. Al loro interno il fascio di elettroni viene periodicamente deflesso da una serie di  
magneti, disposti in due file, a polarità alternata.
Il campo magnetico è applicato in direzione verticale così da forzare gli elettroni ad oscillare nel 
piano orizzontale. 
In un wiggler gli elettroni seguiranno una traiettoria con un raggio locale di curvatura minore 
del raggio di curvatura nei normali dipoli dell’anello grazie a campi magnetici più elevati.
Dall'espressione  per  l'energia  critica  (1.54)  segue  che  l'uso  di  un  elevato  campo 
magnetico porta ad un aumento di εc rispetto a quella raggiunta con i bending magnet. 
La  distribuzione  spettrale  di  un  dispositivo  di  emissione  è  caratterizzata  da  un  parametro 
adimensionale K, chiamato parametro di deflessione. Esso è definito dal rapporto del massimo 




Figura 1.20 – Schematizzazione di un magnete curvante e di un wiggler. [10]
e può essere scritto [11]:
K= e
2πm0 c
λ0 B=0.934 λ0[cm]B[T ] (1.57)
dove 0≫1 è il periodo caratteristico di tali dispositivi. 
Tipicamente in un wiggler K≫1. La radiazione osservata è la somma incoerente della 
radiazione emessa da ogni singolo polo, pertanto le caratteristiche globali del fascio sono le 
stesse di quelle per un magnete curvate con lo stesso campo magnetico ma con un'intensità 
migliorata di un fattore N (numero di magneti). 
In un ondulatore il campo magnetico è meno elevato rispetto ai wiggler: gli elettroni effettuano 
oscillazioni molto più deboli e la deflessione angolare α è più piccola, o uguale,  all’angolo di 
apertura del cono di radiazione 1/γ, pertanto il parametro di deflessione è K < 1.
In questo caso i coni di radiazione emessi dall'elettrone in differenti punti lungo la traiettoria si 
sovrappongono coerentemente portando ad effetti di interferenza. Osservando la radiazione da 
una direzione che forma un angolo θ con l' asse del fascio, l'interferenza costruttiva avviene per 
lunghezze d'onda pari a [11]: 
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Figura 1.21 - Schematizzazione dell'orbita degli elettroni all'interno  
degli elementi magnetici di inserzione. a) Wiggler. b) Ondulatore. [10]
λn=
λ0
2n γ2(1+12 K 2+γ 2θ2) n = 1,2,3...  (1.58)
In figura 1.22 si confrontano le brillanze dei fasci emessi da un bending magnet, da un wiggler 
e da un ondulatore.
• Monocromatore
La radiazione di sincrotrone presenta uno spettro utilizzabile che si estende dalla zona 
dell’infrarosso fino ai raggi X “duri” passando per il visibile e l’ultravioletto. Prima del suo 
impiego per  un dato  esperimento  è  necessario poter  selezionare una determinata  lunghezza 
d’onda dallo spettro iniziale. Questa operazione avviene attraverso l'utilizzo di  elementi ottici 
(filtri,  monocromatori,  ect...)  collocati  lungo  la  linea  di  luce,  detta  anche  beamline.  In 
particolare, si fa uso di opportuni cristalli monocromatori di Silicio in cui la radiazione X viene 
selezionata per diffrazione di Bragg:
λ n=2dsin θ (1.59)
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Figura 1.22 – Spettro emesso da un bending magnet, da un wiggler e da  
un ondulatore. [12]
con n intero, θ è l'angolo formato dai raggi X incidenti e i piani atomici del reticolo cristallino 
distanti d gli uni dagli altri (Fig. 1.23). Si supponga il caso di un cristallo costituito da due soli  
piani  reticolari.  Per  ogni  valore  θ dell’angolo  di  incidenza,  tale  che  l’espressione  2d∙sinθ 
assuma un valore uguale a un numero intero di lunghezze d’onda, i raggi riflessi interferiscono  
positivamente.
La  legge  di  Bragg  è  valida  nelle  condizioni  ideali  di  cristallo perfetto  (che  ha 
un'organizzazione spaziale  uniforme  dei suoi atomi in tutto il volume da esso occupato) e di 
fascio incidente monocromatico composto da raggi perfettamente paralleli. 
Nel caso di cristalli reali, però, si hanno sempre delle imperfezioni reticolari: ogni cristallo è 
formato da una serie di sezioni perfette ma orientate in modo leggermente diverso l’una rispetto 
alle altre. Questo tipo di imperfezione è chiamata struttura a mosaico, si veda la figura 1.24. 
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Figura 1.23- Spiegazione schematica della legge di Bragg. [13]
Figura 1.24 - Struttura a mosaico di un cristallo reale. [13]
La  qualità  di  un  cristallo  monocromatore  è  caratterizzata  dalla  cosiddetta  “rocking 
curve” (Fig. 1.25), si tratta di un grafico che riporta l'intensità diffratta in funzione dell'angolo θ. 
Nel  caso  ideale  la  rocking  curve è  formata  da  un  picco  (Fig.  1.25b)  in  corrispondenza 
dell'angolo che soddisfa la legge di Bragg; nel caso reale è caratterizzata da una curva con una 
larghezza finita (Fig. 1.25a). 
La larghezza a metà altezza di un picco di diffrazione (indicata con B in figura 1.25b) 
misura  il  grado  di  disallineamento  tra  le  sezioni  di  piani  reticolari  appartenenti  a  diverse 
sottostrutture. 
In tabella 1.4 sono riportati i  valori tipici della beamline ID-17 dell'ESRF  (European 
Synchrotron Radiation Facility) di Grenoble.
Parametri Valori
Range energetico 25keV – 115keV 
Spread ΔE/E 3.3×0.1mrad² (H×V) FWHM (a Bmax, 33keV)
Massima dimensione del fascio 150 × 10mm² (H×V)
Flusso 2.1014ph/s, 0.1%bw, 0.1A, mradh (a Bmax, 33keV)
Tabella 1.4 - Caratteristiche della beamline ID-17 dell'ESRF. [14]
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Figura 1.25 - a) Ampiezza dell' onda diffratta da un cristallo reale. b) Ampiezza  





Nell'imaging  a  raggi  X  2D  vengono  registrate  proiezioni  bidimensionali  di  oggetti 
tridimensionali. In figura 2.1 è mostrata l'attenuazione di un fascio monocromatico di intensità 
iniziale I0 da parte di due materiali di spessore t1 e t2 con diverso grado di assorbimento. 
La legge di Lambert – Beer per questo particolare caso, è:
I=I 0exp−(μ1 t 1+μ 2 t2)
misurando  I0 e  l'intensità  trasmessa  I in  ogni  punto  del  rivelatore  e  conoscendo  anche  lo 
spessore totale d, in un dato punto non è possibile ricavare μ in quanto esso è dato dalla somma 
dei due valori dei coefficienti di attenuazione lineare dei due materiali.
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Figura 2.1 - Assorbimento da parte di due materiale con  
diverso coefficiente di attenuazione lineare.
Lo scopo delle tecniche 3D è ottenere l'informazione riguardante la distribuzione spaziale dei  
coefficienti lineari di attenuazione dei diversi materiali che compongono il campione.
2.2 Tomografia
La  tomografia  computerizzata  (TC)  è  stata  una  delle  più  grandi  innovazioni  della 
diagnostica radiologica. La tecnica tomografica si basa sulla registrazione delle proiezioni del 
campione  da  differenti  angolazioni  e  sulla  ricostruzione  della  distribuzione  spaziale  del  
coefficiente lineare di attenuazione.
Per acquisire le proiezioni si può ruotare il campione o fissarlo ruotando il sistema sorgente –  
rivelatore che sono solidali tra loro. 
Volume da ricostruire
Nella  tomografia è  sempre  identificabile  un  asse,  detto  asse  tomografico.  Tale  asse 
corrisponde all'asse di rotazione di eventuali parti mobili del tomografo o all'asse di simmetria  
del sistema.
Una volta acquisite le proiezioni a diverse viste angolari, il volume dell'oggetto da ricostruire  
viene usualmente sezionato in  fette, o  slices, le quali sono perpendicolari all'asse tomografico 
(fette trasverse). Queste fette hanno uno spessore b ed ognuna di essa è suddivisa mediante una 
griglia  cartesiana 2D in elementi quadrati  di  lato  w  (Fig.  2.2).  In tal  modo gli  elementi  di 
volume diventano parallelepipedi di lato w, nel piano della fetta, e di altezza b nella direzione 
dell'asse tomografico e si chiamano  voxel. Ad ogni  voxel è associato un suo coefficiente di 
assorbimento lineare  μ.  Lo scopo dell'imaging tomografico è  quindi  quello  di  ricostruire la 
matrice tridimensionale dei voxel.
46
2.3 Tipi di tomografi computerizzati
In questo paragrafo vengono descritti  tre particolari tipi di tomografi per la TC. Essi 
differiscono sia per la geometria che per la sequenza di acquisizione. Le figure 2.3, 2.4 e 2.5 
illustrano schematicamente i tre tipi di tomografi computerizzati a cui si fa riferimento.
• Pencil beam
In questo tipo di geometria si utilizza una sorgente “pencil beam”. Un singolo detector è 
situato  nel  lato  opposto  del  campo di  misura.  La  sorgente  e  il  rivelatore,  tra  loro  solidali,  
traslano orizzontalmente e ruotano (Fig. 2.3). Si supponga di avere un oggetto tridimensionale e  
di voler ricostruire la distribuzione spaziale dei coefficienti di attenuazione lineare in una fetta  
selezionata di  spessore  b.  In tale geometria di  acquisizione,  il  sistema sorgente – rivelatore 
viene traslato e in ogni punto di questa traslazione si misura l'intensità I del fascio trasmesso. 
Pertanto, la singola acquisizione permette la misura di I nel punto nel quale si trova il rivelatore. 
Così facendo è possibile ricavare la proiezione in quel determinato punto, cioè calcolare la 
quantità  I/I0. La sequenza prevede l'acquisizione in più punti prima attraverso una traslazione 
completa, ad angolo fissato, del sistema sorgente – rivelatore e successivamente viene eseguita  
una rotazione di un certo angolo. Detto questo, si ottiene una distribuzione unidimensionale di I 
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Figura 2.2 - Sezione assiale di un  
oggetto suddivisa in voxel.
in ogni punto e risulta possibile calcolare la quantità p = - ln I/I0 (proiezione).
Questa sequenza di movimenti si ripete fino ad ottenere un set completo di proiezioni che viene 
utilizzato per ricostruire la distribuzione spaziale dei coefficienti di assorbimento lineare nella 
slice selezionata.  Per  la  selezione  di  più  slices si  eseguono  delle  acquisizioni  traslando 
l'apparato lungo l'asse di rotazione.
Data la complessità del movimento e la presenza di un solo rivelatore, questa tecnica richiede  
lunghi tempi di acquisizione. 
• Fan beam
In questo tipo di tomografi il fascio di raggi X ha geometria a ventaglio, o “fan beam”, e 
illumina totalmente una slice dell'oggetto (Fig. 2.4). In tale geometria, una singola acquisizione 
consiste  nel  misurare  l'intensità  trasmessa  I in  un  array di  punti  (o  matrice  di  rivelatori). 
Pertanto, viene misurata contemporaneamente una funzione unidimensionale I (j) e da questa è 
possibile ricavare la quantità p (j), dove j è la coordinata lungo l'array di rivelatori.
Con questo tipo di geometria,  quindi,  vengono acquisite tutte le proiezioni di  una  slice del 
campione variando solo l'angolo senza la necessità di traslare il sistema sorgente – rivelatore. 
Anche in questo caso, per analizzare tutto il volume, è necessaria una traslazione lungo l'asse di  
rotazione.
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Figura 2.3 - Principio di acquisizione dei  
tomografi con geometria pencil beam. [3]
• Cone beam
Nella geometria cone beam la sorgente emette un fascio conico di raggi X che illumina 
tutto il campione e che viene registrato da un rivelatore bidimensionale (Fig. 2.5); tale rivelatore 
può  essere  sia  curvo  che  piano.  In  questo  caso,  quello  che  si  misura  è  una  funzione 
bidimensionale dell'intensità trasmessa I (i, j) dalla quale è possibile ricavare una distribuzione 
bidimensionale anche per le proiezioni  p (i,  j),  con (i,  j)  si  sono indicate le coordinate del 
sistema di riferimento del rivelatore. 
Con la cone beam è quindi possibile acquisire, ad ogni angolo, un'immagine bidimensionale da 
cui viene calcolata la proiezione bidimensionale. Pertanto, successivamente, è possibile fare la 
ricostruzione di tutti i voxel contemporaneamente. 
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Figura 2.4 - Principio di acquisizione dei  
tomografi con geometria fan beam. [3]
Figura 2.5 - Illuminazione a fascio conico di un rivelatore piano. [3]
2.4 Ricostruzione nel caso pencil beam
Nel caso di fascio monocromatico e geometria pencil beam ad ogni posizione si misura 
la proiezione data dalla (1.28): 
p (s)=−ln( I sI 0)=∫0
s
μ (η)d η (2.1)
dove s è la linea di integrazione, cioè la distanza tra tubo e rivelatore, che rimane costante in  
quanto la la sorgente viene spostata parallelamente al rivelatore.
Discretizzazione del fenomeno
Per esigenze di calcolo, l'equazione precedente può essere discretizzata suddividendo il  
volume dell'oggetto, lungo la linea s, in volumetti di uguale sezione Δη come in figura 2.6. Si 
assume che ogni singolo volumetto abbia densità, e quindi attenuazione, omogenea. In questo 




La proiezione6 può essere scritta come: 
6 La funzione di proiezione è dunque la somma dei coefficienti di attenuazione μi dell'oggetto considerato lungo 
una direzione predefinita. 
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Figura 2.6 - Attenuazione di un fascio di raggi X attraverso un oggetto  
di composizione non omogenea.[3]
p (s)=−ln( II 0)=∑i=1
n
μiΔη (2.3)
Quest'ultima relazione è valida per un singolo profilo di proiezione (ovvero per una singola 
linea di integrazione s). 
Si fissi il sistema di riferimento (x, y) solidale con il campione (Fig. 2.7). In tale sistema 
di riferimento la distribuzione spaziale dei  μ diventa una funzione di due variabili,  f (x,  y). Si 
definisca un nuovo sistema di coordinate (ξ, γ) in cui ξ è la coordinata di traslazione solidale al 
sistema  sorgente  –  rivelatore  e  γ determina  l'angolo  di  rotazione.  In  questo  sistema  di 




μ (ξ ,η)dη (2.4)
fissato γ, è una funzione unidimensionale di ξ (coordinata di traslazione).
La relazione tra i due sistemi di coordinate è data da:
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Figura 2.7 - Rappresentazione della geometria  
pencil beam e della sua proiezione ad un  
angolo γ fissato, di un oggetto. [3]
[ξη ]=[ cos γ sin γ−sin γ cos γ][xy] (2.5)
Con riferimento alla figura 2.7, si  indichi con L una determinata linea del piano del 
campione che è l'insieme dei punti  r = (x,  y) i quali vengono proiettati sull'asse  ξ.  Per ogni 
angolo di rivelazione γ e per ogni locazione ξ del rivelatore, la direzione dei fotoni è definita 
dalla linea L la cui equazione è data, secondo la 2.5, dalla seguente relazione geometrica:
ξ= xcos(γ)+ ysin(γ ) (2.6)
Utilizzando le proprietà della delta di Dirac, si può scrivere l'integrale (2.4) della funzione dei 





f (r )dr (2.7)








f ( x , y)δ( xcos(γ )+ ysin(γ )−ξ )dxdy= pγ(ξ ) (2.8)
La funzione pγ (ξ) è la somma dei valori di f (x, y) lungo L e definisce pertanto la proiezione, a 
raggi paralleli, di  f (x,  y) ad un dato valore di  γ. Tale funzione viene chiamata  trasformata di 
Radon bidimensionale dell'oggetto: 
pγ(ξ )=R2{ f (x , y )} (2.9)
Nella pratica la misura di pγ (ξ) è discreta, cioè il campionamento dello spazio f (x, y) avviene in 
modo discreto. Avendo un numero finito di misure, si campiona tutto lo spazio  f  (x,  y) in un 
numero finito di punti che, riarrangiati in una griglia cartesiana (ξ, γ), formano una matrice che 
è chiamata sinogramma.
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Il sinogramma (Fig. 2.8b) è una matrice bidimensionale nel quale lungo un asse si rappresenta il  
numero di locazioni del rivelatore e nell'altro il numero di posizioni angolari del rivelatore.
Un esempio pratico di sinogramma è dato dalla figura 2.9. Gli oggetti in esame sono un 
quadrato e un rettangolo di densità omogenea, il  primo spostato dal centro di rotazione del  
sistema ed il  secondo sul centro stesso. Nel piano cartesiano (ξ,  γ) i  valori  delle proiezioni 
vengono visualizzati  in scala di grigio:  l'elevata attenuazione viene rappresentata dal bianco 
mentre quella bassa dal nero. L'andamento sinusoidale dei valori delle proiezioni per il quadrato 
è facilmente riconoscibile: maggiore è lo spostamento di un oggetto dal centro di rotazione più 
grande è l'ampiezza della  corrispondente traccia  sinusoidale.  Per  una proiezione acquisita  a 
γ  = 45° i  due  oggetti  stanno  sulla  stessa  linea  (questa  situazione  è  indicata  dalla  linea 
tratteggiata in figura 2.9b).
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Figura 2.8 - Valori delle proiezione disposti in una griglia cartesiana (ξ, γ) 
chiamata sinogramma. [3]
Figura 2.9 – a) I valori di attenuazione di due oggetti omogenei sono rappresentati  
da valori di grigio impostati a 1. b) Valori delle proiezioni, acquisite a diversi γ,  
disposti in un piano cartesiano. [3]
2.5 Teorema della sezione centrale
Nel precedente paragrafo è stata trovata la relazione tra la distribuzione spaziale dei 
coefficienti di attenuazione lineari e le proiezioni, cioè si è visto che le proiezioni pγ (ξ) sono la 
trasformata di Radon di f (x, y):
pγ(ξ )=R2{ f (x , y )} (2.10)
Lo scopo degli algoritmi di ricostruzione è invertire questa operazione: a partire dalle proiezioni 
si calcola la funzione incognita f (x, y) associata ai valori di attenuazione μ.
Esistono vari modi per risolvere questo problema inverso: 
– inversione della trasformata bidimensionale di Radon;
– metodi di retroproiezione; 
– metodi iterativi.
Questi ultimi metodi non verranno trattati.
Per prima cosa saranno trattati i metodi di inversione diretta della trasformata di Radon. 
Per  eseguire  tale  inversione  esiste  un  importante  teorema,  chiamato Teorema  della  sezione 
centrale (o The Fourier Slice Theorem) il quale afferma:
la  trasformata  di  Fourier  unidimensionale  Pγ (q)  di  una  proiezione  è  uguale  alla  
trasformata bidimensionale di Fourier,  F (u,  v), di  f (x,  y) lungo la retta passante per  
l'origine degli assi (u, v), coordinate nello spazio delle frequenze, e formante l'angolo γ 
con l'asse u.
Ne consegue che, dati i valori delle proiezioni, risulterebbe possibile ricavare la funzione f (x, y) 
soltanto eseguendo una trasformata di Fourier bidimensionale inversa (Fig.2.10).
Formalmente è possibile scrivere la seguente relazione per il Teorema della sezione centrale:
F (u , v )u=qcos(γ )
v=qsin(γ )
=F (q , γ )=P γ(q) (2.11)
in cui per la trasformata di Fourier bidimensionale F (u, v) si è fatto un cambio di coordinate, da 
cartesiane e coordinate polari, attraverso le relazioni:
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u=qcos (γ) , v=qsin(γ ) (2.12)
Nello  spazio  di  Fourier,  le  due  variabili  u e  v definiscono una linea  retta,  q,  passante  per 
l'origine che forma una angolo  γ con l'asse  u  (tale linea è la sezione centrale),  com'è stato 
mostrato in figura 2.10.
La dimostrazione del teorema è riportata in appendice A.
Facendo riferimento alla figura 2.10 si esplicita la sequenza dei passaggi che si compiono per  
invertire la trasformata di Radon: 
– si acquisiscono le proiezioni pγ (ξ) (Fig. 2.10 a');
– si calcolano le rispettive trasformate di Fourier Pγ (q) (Fig. 2.10 a); 
– con  le  Pγ (q)  si  riempe  uno  spazio  di  Fourier  bidimensionale  di  coordinate  (u,  v) 
(Fig.2.10 b - c); 
– una  volta  riempito  tale  spazio  si  esegue  una  trasformata  bidimensionale  inversa  di 
Fourier e questa coincide con la funzione f (x, y) (Fig. 2.10 d).
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Figura 2.10 - Rappresentazione del teorema della sezione centrale. Ogni proiezione aggiunge una  
linea nello spazio di Fourier bidimensionale. La trasformata di Fourier bidimensionale inversa  
ricostruisce l'immagine originale. [15]
• Implementazione diretta della trasformata di Radon inversa 
Si  può  utilizzare  direttamente  il  Teorema  della  sezione  centrale  (2.11)  per  la 
ricostruzione della f (x, y) dalla misura delle proiezioni pγ (ξ) (Fig. 2.11). Ciò è però ostacolato 
dalla  necessità  di  operare  su  dati  discreti:  infatti è  possibile  effettuare  misure  solo  per  un 
numero finito di angoli e per ognuno di essi è possibile conoscere la relativa proiezione solo in  
un numero finito  di  punti.  Ne segue che la trasformata di  Fourier  della  funzione incognita  
f (x, y), è nota solo lungo un finito numero di linee radiali nello spazio (u, v) delle frequenze. I 
dati polari delle proiezioni Pγ (q) sono così distribuiti in una griglia circolare (o reticolo polare) 
nello  spazio  cartesiano  (u, v)  (Fig.  2.11a). Poiché  la  trasformata  di  Fourier  discreta  (Fast 
Fourier Transform, FFT) per essere calcolata ha bisogno di dati che si trovano su una griglia 
rettangolare  regolare,  i  dati  Pγ (q),  disposti  in  circonferenze,  devono essere  definiti  su una 
griglia cartesiana (reticolo cartesiano) prima di fare la trasformata di Fourier inversa. Questo 
processo è chiamato regridding (Fig. 2.11b).
Al fine di  eseguire la trasformata di Radon inversa utilizzando un algoritmo FFT, la 
griglia  cartesiana  deve  essere  creata  dalla  configurazione  polare  dei  dati  Pγ (q)  attraverso 
un'appropriata interpolazione [3]. Questa procedura di interpolazione è soggetta ad errori alle 
alte frequenze spaziali (frequenze poste su circonferenze sempre più esterne della griglia polare) 
dove la densità dei punti radiali decresce. Pertanto, questo implica che vi sia un errore maggiore  
nel  calcolo  delle  componenti  ad  alta  frequenza  in  un'immagine  rispetto  a  quelle  di  bassa 
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Figura 2.11 – a) Valori Pγ (q) disposti radialmente, ottenuti dalla trasformata  
di Fourier 1D delle proiezioni. b) Regridding dei valori radiali noti, disposti  
inizialmente in un sistema di coordinane polari, su una griglia cartesiana. [3]
frequenza. Ciò si riflette in una stima inadeguata della F (u, v) con l'introduzione di artefatti ad 
alta  frequenza,  artefatti  che  possono  ostacolare  la  percezione  di  aree  ricche  di  dettagli  
nell'immagine.
2.6 Simple Backprojection
L'algoritmo  più  utilizzato  in  tomografia  a  fascio  parallelo  è  l'algoritmo  di  retro-
proiezione filtrata (dall'inglese filtered backprojection, FBP).
Si inizia con l' esporre la tecnica della simple backprojection. La slice che si vuole ricostruire 
viene ottenuta punto per punto per retro-proiezione dei valori delle proiezioni. Questo metodo 
può essere inteso come una “spalmatura” dei valori di ciascuna proiezione nella direzione in cui  
è  stata  originariamente  acquisita.  L'immagine  finale  retro-proiettata  è  la  somma di  tutte  le  
backprojections delle proiezioni prese a diversi angoli. 
Si riporta in figura 2.12 un esempio di  simple backprojection: acquisizione di tre viste per un 
oggetto omogeneo di forma circolare e la corrispondente ricostruzione. La sovrapposizione di 
tutte  le  proiezioni  dell'oggetto  fornisce  un'immagine  “sfocata”  (in  inglese  blurred)  rispetto 
all'originale (Fig. 2.12b). 
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Figura 2.12– a) Acquisizione di tre proiezioni per un oggetto omogeneo circolare. b) Ricostruzione  
dell'immagine tramite la simple backprojection: si sommano le tre corrispondenti retro-proiezioni.[16]
La backprojection può essere fomalizzata nel seguente modo [3]:
g (x , y)=∫
0
π
p γ(ξ )d γ=∫
0
π
pγ (xcos(γ )+ysin (γ))d γ (2.13)
Sebbene  il  metodo  della  simple backprojection sia  concettualmente  semplice,  la  funzione 
g (x, y), definita dalla relazione (2.13), è diversa dalla funzione f (x, y) che si vuole ricostruire. 
La  g (x,  y)  rappresenta  la  retro  –  proiezione:  ripartendo  uniformemente  i  valori  positivi 
dell’attenuazione misurata, vi è una “spalmatura” uniforme di questi valori su tutto il  piano 
dell'immagine. Valori positivi saranno assegnati anche in aree dell'immagine in cui non vi sono 
strutture, ovvero ai pixel fuori l'oggetto. Ulteriori backprojections non possono compensare tali 
valori, la qualità dell'immagine ricostruita non migliora usando tutte le retro – proiezioni di  
diverse viste.
Effettuando un cambiamento di variabili e facendo uso di alcune proprietà della funzione delta,  
si dimostra che [3]:
g ( x , y)= f ( x , y)∗h( x , y) (2.14)
la funzione g (x, y) è data dalla convoluzione di f (x, y) con la funzione: 
h( x , y)= 1
∣(x , y )∣ (2.15)
La funzione h (x, y) è la point spread function (PSF) della retro – proiezione e ha andamento 1/r. 
Questa quantità dipende dal processo di ricostruzione e non va confusa con la  point spread 
function del rivelatore. Per la dimostrazione si veda l'appendice A.
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2.7 Filtered Backprojection
Come dimostrato in appendice A, è possibile ricostruire f (x, y) attraverso un'operazione 
di retro – proiezione. 
Eseguendo la trasformata di Fourier della (2.14) si ottiene
G(u , v)=F (u , v)⋅H (u , v) (2.16)
dove lo spazio (u, v) è quello delle frequenze spaziali. Si riscrive la (2.16) come:
F (u , v )= G(u , v)
H (u , v ) (2.17)
e applicando la trasformata inversa di Fourier si ottiene 
f (x , y )=ℱ −1(G (u ,v )H (u ,v))=∫0
π
hγ(ξ )d γ . (2.18)






2πiq ξ dq (2.19)
è detto proiezione filtrata o  filtered projection in quanto rappresenta la trasformata di Fourier 
Pγ (q), della proiezione pγ (ξ) ad un dato γ, filtrata con il filtro passa – alto |q|.
La relazione (2.18) afferma che:  f (x,  y), in un dato punto (x,  y) nel piano dell'immagine, è la 
somma  di  tutte  le  proiezioni  filtrate  che  passano  attraverso  quel  punto.  L'operazione  è 
esemplificata in figura 2.13: ogni proiezione acquisita è filtrata prima di essere retro-proiettata, 
cioè  prima  che  i  valori  vengano  “spalmati”  sul  piano  dell'immagine.  
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2.8 Ricostruzione nel caso fan beam
Esistono due differenti geometrie per il campionamento fan beam (Fig. 2.14): 
• la  geometria con intervalli  angolari  uguali  e con rivelatori  disposti  lungo un arco di 
circonferenza.  Poiché  la  larghezza  di  ogni  rivelatore  è  piccola  rispetto  alla  distanza 
sorgente – rivelatore, l'angolo formato da ogni detector con la sorgente è costante; 
• la geometria con intervalli spaziali uguali e con rivelatori disposti lungo una linea piana 
in modo che siano equidistanti l'uno dall'altro.
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Figura 2.13 – Metodo della Filtered Backprojection: ricostruisce un'immagine filtrando  
ogni vista prima di essere retro - proiettata. Questo rimuove il blurring introdotto nella  
simple backprojection e dà un'esatta ricostruzione matematica dell'immagine. [16]
Attraverso opportune trasformazioni di coordinate è possibile riarrangiare i dati ottenuti  
con la tecnica fan beam in un set di proiezioni a fasci paralleli e quindi applicare direttamente i 
metodi di ricostruzioni discussi in precedenza. Questo processo è chiamato rebinning. 
Il  passaggio  dalla  geometria  fan  beam alla  pencil  beam è  schematizzato  in  figura  2.15. 
Eseguendo una rotazione del  fan di  un angolo  θ (angolo tra i  raggi centrali  di  due  fans)  è 
possibile trovare un raggio nel fascio ϕθ 2(ζ) che è parallelo ad un raggio del primo fascio,ϕθ1(ζ). 
Questi  due  raggi  paralleli,  di  due  fans beams presi  a  diversi  angoli  di  proiezione, 
corrisponderanno ad una proiezione pencil beam a un determinato angolo. Due raggi di un solo 
fan non possono mai essere relativi allo stesso angolo di proiezione della pencil beam. 
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Figura 2.14 - a) Geometria con intervalli angolari di campionamento  
uguali. b) Geometria con intervalli spaziali uguali. [17]
Figura 2.15 - a) Geometria fan beam: la sorgente e il detector ruotano in modo sincrono.  
b) Dopo una rotazione, si trovano raggi nel nuovo fascio che sono paralleli a raggi del  
vecchio fascio. c) La geometria pencil beam è ricostruita attraverso un rebinning dei  
valori di proiezioni presi a diversi angoli con la geometria fan beam. [3]
In figura 2.16 le due geometrie vengono messe a confronto.
Si indicano con FCD (focus - center distance) la distanza dalla sorgente al centro del sistema di 
coordinate (x, y) dell'oggetto considerato, con FDD (focus - detector distance) la distanza dalla 
sorgente  al  rivelatore,  con  ζ l'asse  del  rivelatore  curvo e  con  ξ l'asse  del  rivelatore  lineare 
“virtuale” (relativo alla geometria pencil beam).
Qualsiasi raggio del  fan può essere specificato in modo univoco da due parametri  ψ e  θ:  ψ è 
l'angolo che ogni raggio all'interno del fan (per esempio il raggio in rosso in figura 2.16) forma 
col raggio centrale; θ è l'angolo tra il raggio centrale del fan e l'asse y ed è chiamato angolo di 
proiezione.  Si  indichi  con  ϕθ(ζ ) la  proiezione  nella  geometria  fan  beam e  con  pγ (ξ) la 
proiezione parallela dipendente anch'essa da due parametri,  ξ e  γ (a tal proposito si veda la 
figura 2.7). Le relazioni tra i due set di parametri (ψ, θ) e (ξ, γ), in base alla figura 2.16, possono 
essere espresse come:
γ=θ+ψ , ξ=FCD sin (ψ ) oppure ζ=FDD ψ (2.20)
o analogamente
θ=γ−ψ , ψ=arcsin( ξFCD) (2.21)
A questo punto, è possibile ottenere la filtered backprojection per la fan beam, nella geometria 
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Figura 2.16 - Condizioni geometriche per il passaggio da  
pencil beam a fan beam, e viceversa. [3]
con intervalli angolari uguali, partendo dalla retro-proiezione filtrata per la pencil beam data da:







2π iqξ)∣q∣dq d γ (2.22)
Attraverso una trasformazione delle coordinate dalla geometria pencil beam a quella fan beam
(ξ ,γ)→(ζ ,θ ) (2.23)
è possibile ricavare l'espressione [3]:




hθ(ψ )d θ (2.24)
per la  filtered backprojection della  fan beam in un determinato punto (r,  δ). Nella (2.24) la 
funzione  hθ (ψ)  è  uguale  alla  convulozione  delle  proiezioni  ϕ̃θ (ψ) ,  pesate  per  il  coseno 
dell'angolo ψ e per la distanza FCD, con il filtro g̃ (ψ ) :
hθ(ψ )=ϕ̃θ (ψ)∗g̃ (ψ ) (2.25)
Dalla (2.24) segue che la retroproiezione filtrata converge alla sorgente. Quindi, il segnale è 
pesato  per  il  reciproco  della  distanza  al  quadrato  tra  la  sorgente  e  la  posizione  del  punto 
considerato. La dimostrazione è data in appendice A.
Nel  caso  di  geometria  fan  beam con  rivelatore  lineare,  le  proiezioni  misurate  sono 
univocamente determinate da due parametri:  a,  indica la posizione sul  rivelatore lineare;  θ, 
angolo di proiezione che il raggio centrale del fan forma con l'asse y del sistema di riferimento 
dell'oggetto. Anche in questo caso sarà effettuata la trasformazione dell'equazione della retro-
proiezione filtrata per la geometria pencil beam (2.22) nella geometria fan beam attraverso una 
trasformazione di coordinate 
(ξ , γ)→(a , θ) (2.26)
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L'espressione per la retro-proiezione filtrata sarà data da [3]:




hθ (a)d θ (2.27)
dove si è posto
hθ(a )=
1
2(ϕθ(a) FCD√a2+FCD2)∗g (a) (2.28)
il quale rappresenta la convoluzione delle proiezioni, pesate per la distanza FCD, con il filtro 
g(a).
Dalla (2.27) segue che la proiezione filtrata misurata viene retroproiettata verso il centro della  
sorgente di raggi X. Proiettando indietro, il segnale deve essere pesato con il reciproco della  
variabile  U al  quadrato.  In  questo caso,  U è  la  distanza dalla  sorgente  al  punto sul  raggio 
centrale del fan. La dimostrazione è riportata nell'appendice A.
La figura 2.17 mostra un esempio di backprojection per la geometria fan beam.  
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Figura 2.17 - Backprojection per la geometria fan beam. [3]
2.9 Ricostruzione nel caso cone beam
In questo caso non è possibile, attraverso opportune trasformazioni di coordinate, fare 
corrispondere le proiezioni acquisite con la cone beam a quelle di un set di proiezioni a fasci 
paralleli su più slices. 
L'algoritmo di ricostruzione più usato per la geometria cone beam è l'algoritmo FDK (Feldkamp 
– Davis – Kress) [3,18]. La sua dimostrazione è riportata in appendice A. 
Di seguito viene enunciata l'espressione della retroproiezione filtrata: 





hθ (a ,b)d θ (2.29)
dove si indica con (a,  b) il  sistema di riferimento del rivelatore, con  FCD la distanza dalla 
sorgente al centro del sistema di coordinate (x, y) dell'oggetto e con U la distanza tra la sorgente 
e un punto considerato. Inoltre, la funzione 
hθ(a ,b)=
1
2 (ϕθ (a ,b)cos β )∗g (a) (2.30)
rappresenta  la  convoluzione  tra  le  proiezioni  misurate  ϕθ (a ,b) ,  pesate  con  il  coseno 
dell'angolo conino, e il filtro g(a).
Dalla  (2.29)  segue  che  le  proiezioni  pesate  e  filtrate  vengono  retroproiettate  in  modo 
convergente verso la sorgente: i valori sono pesati con il reciproco della distanza dalla sorgente 
al quadrato.
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2.10  Limiti  per  la  ricostruzione  del  coefficiente  di 
attenuazione lineare
La distribuzione spaziale del coefficiente di assorbimento lineare può essere determinata 
in modo esatto solo nel caso analitico, senza rumore e per un fascio monocromatico. Nel caso 




4. policromaticità del fascio 
pertanto la ricostruzione di μ (x, y, z) sarà necessariamente un'approssimazione. 
2.10.1 Rumore 
I fotoni trasportati da un fascio di raggi X sono distribuiti spazialmente e temporalmente,  
secondo la statistica di Poisson. Il rumore casuale (o quantum noise) è intrinseco in ogni tecnica 
di imaging e non può essere eliminato o corretto. 
Si  considera  un  rivelatore  ideale  bidimensionale  di  fotoni,  perpendicolare  all'asse  di 
propagazione del fascio, costituito da una matrice di elementi di uguale superficie (pixel) in  
grado di registrare il  numero di fotoni  N in ingresso (questi elementi di superficie agiscono 
come contatori). Se si esegue una misura, ad intervalli di tempo diversi, in corrispondenza dello 
stesso pixel, saranno registrati numeri diversi di fotoni; anche nel caso in cui si effettua una 
misura, nello stesso intervallo di tempo, su due diversi pixel non si otterranno numeri uguali di 
fotoni. 
La deviazione standard  σ,  spaziale e temporale, di tal numero di conteggi è pari a  σ=√〈N 〉, 
dove 〈N 〉 è la media del numero di fotoni registrato in ogni misura. 
In un'immagine (matrice di numeri), di un fascio omogeneo è possibile quantificare il rumore  







Tale  quantità  cresce  con  N,  cioè  significa  che  lunghi  tempi  di  acquisizione  ed  alti  flussi 
permettono  di  ottenere  immagini  con  più  alto  SNR sia  nel  caso  bidimensionale  che  nelle 
ricostruzioni tomografiche. Questo è il limite quantico. 
In realtà,  il  valore misurato del  rapporto segnale – rumore è minore perchè l'efficienza del  
rivelatore è minore di 1 e perchè si aggiunge la presenza del rumore di quest'ultimo.
2.10.2 Campionamento spaziale 





2πiq ξ dq (2.32)
l'integrale è esteso a tutto il dominio delle frequenze essendo la funzione |q|, con dimensioni di 
una frequenza spaziale, definita per tutte le frequenze. 
Nella pratica è però possibile solo un numero finito di misure. Un segnale reale è discreto e 
limitato dal punto di vista spaziale a causa della risoluzione spaziale finita del rivelatore. Dal  
teorema  del  campionamento  di  Nyquist  segue  che  per  ricostruire  il  segnale  è  necessario 
campionare almeno il  doppio della frequenza massima del  segnale considerato.  Pertanto,  si 
consideri uno spettro a banda limitata tale che sia zero al di fuori di un determinato intervallo di 
frequenza [-Q, Q], e si indichi la proiezione campionata con:
p γ( jΔ ξ ) , con j=0,1 , ... , D−1 (2.33)
I  parametri  di  campionamento  sono  la  larghezza,  Δξ,  di  ogni  singolo  elemento  (pixel)  del 
rivelatore, e D numero di elementi del rivelare. La trasformata di Fourier della proiezione deve 






−2πiq ξ d ξ (2.34)
Al di fuori del rivelatore la proiezione è assunta zero. Pγ (q) può essere discretizzata come [3]:
P γ(k 2QD )= 12Q ∑j=0
D−1
p γ( j2Q )e−2π i ( jk /D ) (2.35)
con k = 0, 1,..., D-1, dove Δq è la distanza nel dominio delle frequenze tra due successivi punti 
campionati definita da Δq = 2Q/D. 
In tal modo è possibile dare un'approssimazione della proiezione filtrata (2.32) come [3]:
hγ( j 12Q )=hγ( jΔ ξ )=2QD ∑k=−D/ 2
D/ 2−1
P γ(k 2QD )∣k 2QD ∣e−2π i ( jk /D) (2.36)
Il  risultato  finale  dell'immagine  ricostruita  f (x, y)  è  derivato  dall'approssimazione  discreta 
dell'integrale:









hγn(xcos(γn)+ y sin(γn)) (2.37)
dove γn, con n = 1, 2,..., Np, sono gli angoli delle proiezioni misurate. Il termine 
π
N p
 deriva dalla 
discretizzazione dell'elemento angolare:
d γ →Δ γ= π
N p
(2.38)
La figura 2.18 illustra la geometria durante il processo di campionamento. 
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In figura si indica con Δξ la larghezza di ogni elemento, o pixel, del rivelatore. 
Si ricordi che il teorema del campionamento di Nyquist deve soddisfare la seguente relazione: 
qmax <
1
2 Δ ξ (2.39)
cioè  la  massima  frequenza  qmax del  segnale  deve  essere  minore  della  metà  del  rate  di 
campionamento (Δξ)-1. Pertanto, l'intervallo spaziale di campionamento (cioè la larghezza dei 
pixel del rivelatore) obbedisce alla legge:





Dalla figura 2.18b si osserva che il diametro dello spazio di Radon corrisponde direttamente 
alla  lunghezza del  campo di  osservazione del  dominio spaziale  ed è  pari  al  prodotto tra la 
larghezza e il numero di pixel L = Δξ∙D. 
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Figura 2.18 – Locazione geometrica dei punti di campionamento  
nello spazio dell' oggeto, nello spazio di Radon e nel dominio  
della frequenza. [3]
Dato che Δξ è determinata da qmax secondo il criterio di Nyquist (2.40), una desiderata lunghezza 









→ Dmin > 2L qmax (2.41)
Se  un  oggetto  ha  un  diametro  minimo  dmin,  allora  la  stima  della  massima  frequenza 
raggiungibile darà qmax  = (dmin)-1 e di conseguenza deve essere che Dmin > 2L / dmin.
2.10.3 Campionamento angolare
Un altro parametro importante per la discretizzazione è il numero minimo di proiezioni. 
Dal  teorema  della  slice centrale  si  è  trovato  che  le  trasformate  di  Fourier  delle  proiezioni 
riempiono l' intero dominio in frequenza dell'oggetto. La figura 2.18d mostra che la distanza 
massima tra due punti consecutivi nel dominio polare di Radon, (ξ, γ), delle frequenze è pari a 
0.5∙L Δγ. 




Se si considera adesso la distanza, Δq, tra due successivi punti di campionamento delle singole 





e se si assume inoltre che la massima distanza corrisponde approssimativamente alla distanza 





2 Δ ξ (2.44)
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darà il  numero minimo di  proiezioni.  Quest'ultima approssimazione,  secondo la (2.43),  può 















Conoscendo quindi il numero di punti di campionamento Dmin, cioè i pixel, si può calcolare il 
numero di proiezioni necessarie per una corretta ricostruzione.
Supponendo di avere un rivelatore di 256×256 pixel, con passo di campionamento 55μm, e di 
voler ricostruire una matrice di voxel di 256×256×256, il numero di proiezioni acquisite devono 
essere calcolare in base alle (2.46). Pertanto, in questo caso si ha Np ≈ 400.
2.10.4 Problema della policromaticità del fascio
Nell'attraversare un materiale lo spettro di un fascio policromatico si  modifica, come 
discusso nel paragrafo 1.4.1.2. 
Nel caso di fascio monocromatico e materiale omogeneo, la proiezione misurata è:
p=μη=−ln( II 0) (2.47)
La quantità p dipende pertanto linearmente da η.
Nel  caso  di  fascio  policromatico  e  oggetto  omogeneo,  le  proiezioni  misurate  nel  caso  di  
rivelatori  a  conteggio di  fotoni  e  nel  caso di  rivelatori  ad integrazione di  carica  sono date  
rispettivamente  dalla  (1.33)  e  (1.36)  (paragrafo  1.3.2).  In  questi  due  casi,  p non  dipende 
linearmente da η.
Questa situazione è illustrata dalla figura 2.19 nella quale la linea tratteggiata indica il  caso  
ideale (senza l'effetto di beam hardening), la linea continua indica il caso reale.
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Le  tecniche  di  ricostruzione  assumono  comunque  un  fascio  monocromatico  e  dunque  la 
relazione lineare p∝η.
Pertanto,  se  si  eseguono  delle  acquisizioni  su  di  un  oggetto  omogeneo  con  un  fascio 
monocromatico,  una volta  che  è  stata  effettuata  la  ricostruzione,  si  trova  una distribuzione 
spaziale omogenea del coefficiente lineare di assorbimento.
Se  la  stessa  misura  viene  eseguita  con  un  fascio  policromatico,  dopo  il  processo  di 
ricostruzione,  si  trova  una  distribuzione  spaziale  disomogenea  del  coefficiente  lineare  di 
assorbimento. Questa disomogeneità, nell'immagine ricostruita, è da considerarsi un artefatto.
In figura 2.20 viene presentato un artefatto di questo genere,chiamato cup artifact: l'immagine 
risulta più scura nella parte centrale. 
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Figura 2.19- La linea continua mostra che le misure sperimentali del coefficiente  
di attenuazione non dipendono linearmente dallo spessore del materiale. [3]
Figura 2.20 - Cup artifact.
Capitolo 3
3 Materiali e metodi
3.1 Introduzione
In  questo  capitolo  verranno  descritti  i  materiali  e  i  metodi  utilizzati  per  l'attività 
sperimentale. Nell'apparato sperimentale, dedicato alla micro – tomografia, sorgente e rivelatore 
rimangono fissi mentre gli appositi campioni da esaminare vengono messi in movimento da un 
rotatore (Fig. 3.1). I dati sono acquisiti attraverso due tipi di detectors: a conteggio di singolo 
fotone e ad integrazione di carica. Come sorgente sono stati utilizzati due tubi a raggi X e un  
fascio di luce monocromatica di sincrotrone.
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Figura 3.1 - Fotografia dell'apparato CT sperimentale usato.
3.2 Sorgenti
Le sorgenti  a  raggi  X utilizzate  in  questo  lavoro  sono:  un  fascio  monocromatico  di 
sincrotrone  alla  beamline ID-17  dell'ESRF  (European  Synchrotron  Radiation  Facility)  di 
Grenoble e due tubi a raggi X che emettono fasci divergenti. 
• Caratteristiche ed operatività
Sorgente monocromatica
La  beamline ID-17  è  dedicata  all'imaging biomedico,  il  range  energetico  nel  quale  si  può 
operare va da 25 a 115keV [14]. Le energie utilizzate per le acquisizioni effettuate sono 26keV e 
30keV. In tabella 3.1 si riportano le caratteristiche principali della beamline.
Parametri Valori
Elemento curvante Wiggler
Campo magnetico Bmax 1.4 T
Dimensione della sorgente 3.3×0.1mrad² (H×V) FWHM (a Bmax, 33keV)
Potenza emessa totale 14.3 kW (a Bmax)
Massima dimensione del fascio 150 × 10mm² (H×V)
Flusso 2.1014ph/s, 0.1%bw, 0.1A, mradh (a Bmax, 33keV)
Elementi ottici Fixed-exit monochromator
Distanza dalla sorgente 140 m
Tabella 3.1 - Caratteristiche della beamline ID-17. [14]
Tubi a raggi X
Il primo tubo è un microfocus, mostrato in figura 3.2, con anodo in Tungsteno (W) e con spot  
size pari a 5μm. La sua tensione anodica può essere variata da 0 kV a 90 kV e la corrente da 
0μA a 200μA.
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Figura 3.2 - Tubo a raggi X con anodo in Tungsteno (W).
Il secondo tubo a raggi X, mostrato in figura 3.3, ha un anodo in Molibdeno (Mo) e uno 
spot size di 35μm. La tensione anodica può essere regolabile tra 0 kV a 50 kV mentre la corrente 
anodica tra 0mA e 1mA. 
Figura 3.3 - Tubo a raggi X con anodo in Molibdeno (Mo).
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Queste sorgenti sono state utilizzate con dei filtri  di diversi materiali e spessori posti  
davanti la finestra di uscita di ogni tubo. I filtri  a disposizione sono di Alluminio (Al) e di 
Molibdeno (Mo).  Così  facendo,  si  è  adoperato lo  spettro del  fascio di  raggi  X di ciascuna 
sorgente modificato dall'opportuna filtrazione. 
Nelle figure 3.4 e 3.5 si riportano come esempi, gli spettri, simulati con il software presente sul  
sito  della  Siemens  [9],  relativi  ai  fasci  delle  due  sorgenti  sopra  descritte.  Le  differenze  di  
potenziale scelte sono di 45kV, 25kV e 18kV e i filtri utilizzati sono uno di Mo di spessore  
0.1mm e  due  di  Al  di  spessore  0.5mm e  1mm. Inoltre,  la  simulazione  tiene  conto 
dell'autoassorbimento dell'anodo, dell'assorbimetno della finestra di berillio e del kerma in aria  
pari a 1 Gy.
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Figura 3.4 – Spettri prodotti da un tubo con anodo in W, e con differenza di potenziale pari a 25kV,18kV e  
45kV, modificati rispettivamente da 0.1mm di Mo e 0.5mm e 1mm di Al. [9]
3.3 Rivelatori
I rivelatori impiegati per la fase sperimentale sono un flat panel ad integrazione di carica 
e  due  rivelatori  a  conteggio  di  singolo  fotone.  In  questo  paragrafo  se  ne  riportano  le 
caratteristiche e l'operatività.
• Caratteristiche ed operatività
Rivelatore ad integrazione di carica
Il  rivelatore  utilizzato  è  un  flat  panel (Hamamatsu  C9728DK-10)  con un sensore di 
immagini  CMOS formato  da  una  matrice  bidimensionale  di  pixel  attivi  (Fig.  3.6).  Esso  è 
costituito da uno strato di materiale scintillatore a Ioduro di Cesio (CsI, di spessore 165μm) che 
converte i fotoni X in fotoni nel visibile i quali colpiranno un array di fotodiodi che li converte 
a  sua  volta  in  carica  elettrica.  Ogni  pixel  contiene  una  amplificatore  a  basso  rumore  che 
trasforma la carica in tensione (Active Pixel Sensor, APS). 
Tale  detector presenta un'area sensibile di  51.6×51.6mm²  con dimensione del singolo pixel di 
50×50μm²; una scheda di controllo converte il segnale proveniente da ogni pixel in un segnale  
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Figura 3.5 - Spettri prodotti da un tubo con anodo in Mo e con differenza di potenziale pari a 25kV e 18kV,  
modificati rispettivamente da 0.1mm di Mo e 0.5mm di Al. [9]
digitale a 14 bit. Il segnale rilevato nel pixel dipende dalla carica totale prodotta nel rivelatore 
da parte di  tutti  i  fotoni X che hanno interagito durante il  tempo di  esposizione.  La carica  
prodotta da ogni fotone interagente nel pixel è proporzionale all'energia che esso ha depositato 
nel  detector,  pertanto  il  segnale  ottenuto  è  proporzionale  all'energia  totale  assorbita  dal 
rivelatore [19].
In tabella 3.2 vengono riportate alcune caratteristiche del rivelatore.
Parametri Valori
Dimensione del pixel 50×50μm²
Area totale del fotodiodo 52.8×52.8mm²
Numero di pixel 1056×1056
Numero di pixel attivi 1032×1032
Area attiva 51.6×51.6mm²
Frame rate 3 frames/s
Tempo di integrazione massimo 10s
Risoluzione spaziale misurata, Point Spread Function [20] 100μm
Tabella 3.2 - Caratteristiche del CMOS flat panel C9728DK-10. [19]
Questo  tipo  di  rivelatore  presenta  sia  un  segnale  quando  viene  illuminato  dalla 
radiazione incidente che uno quando non viene illuminato (segnale di buio); entrambi questi 
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Figura 3.6 -  CMOS flat panel C9728DK-10 Hamamatsu. [19]
segnali sono affetti da rumore. Nel caso del segnale di buio si possono distinguere un contributo 
sistematico e uno casuale; poiché il contributo sistematico è prevalente, esso può essere in parte 
corretto con la procedura di correzione per il buio [20]. Tale procedura prevedere la sottrazione 
dell'immagine di buio, ottenuta subito prima di acquisire l'immagine vera e propria e con lo 
stesso tempo di acquisizione, all'immagine acquisita. Anche illuminando il rivelatore si registra 
un contributo sistematico del rumore, dovuto al diverso guadagno dei pixel,  che può essere in 
parte  corretto  eseguendo  la  correzione  per  il  flat  field [20]  dell'immagine  acquisita. Così 
facendo l'immagine viene equalizzata.
Vi sono poi regioni con pixel difettosi che vengono corrette per interpolazione lineare. In figura 
3.7 è riportata come esempio una proiezione di dimensioni 1032×1032, acquisita con il  flat  
panel, in cui appare una linea nera di  pixel.  L'acquisizione è stata fatta su un campione di 
PMMA e NYLON 66.
Figura 3.7 - Proiezione n.180 equalizzata, di dimensione 1032×1032, del campione di PMMA e NYLON.  
La linea nera indica i pixel difettosi, NaN.
Rivelatori a conteggio di singolo fotone
Nella tecnologia di conteggio di singolo fotone, un fotone interagente con il rivelatore 
(semiconduttore)  viene  convertito  direttamente  in  carica  elettrica  e  contato  come  singolo 
evento.  Tali  dispositivi  prevedono,  in  ogni  pixel,  un  canale  di  elettronica  con  schema 
amplificatore  –  discriminatore  –  contatore.  La  presenza  del  discriminatore,  necessario  per  
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ridurre il rumore, fa si che durante l’esposizione saranno rilevati i segnali provenienti da fotoni 
che avranno energia superiore alla soglia.
I  rivelatori  a  conteggio  di  singolo  fotone  usati  in  questo  lavoro  sono  un  PIXIRAD  e  un 
MEDIPIX2.
PIXIRAD: sviluppato  presso  i  laboratori  dell'INFN  (Istituto  Nazionale  di  Fisica 
Nucleare),  consiste  di  un  sensore  a  stato  solido  di  Tellurio  di  Cadmio  (CdTe)  connesso 
all'elettronica di lettura ASIC (circuito integrato),  tramite la tecnica  flip – chip bonding.  Lo 
strato sensibile di CdTe è spesso 650μm e polarizzato a 400V. 
I pixel sono disposti in una matrice 512×476 esagonale con passo orizzontale pari a 60μm e 
passo verticale pari a 51.96μm. Il  detector è caratterizzato da un'area attiva di 30.7×24.8mm² 
[21, 22]. Esso è dotato di due soglie di discriminazione e due contatori, ognuno a 15bits. Nella  
tabella 3.3 sono riportate alcune caratteristiche del detector.
Parametri Valori
Dimensione del pixel 60μm disposizione esagonale
Area totale attiva 52.8×52.8mm²
Numero di pixel 512×476
Frame rate 100 frames/s
Tempo di esposizione  Arbitrario
Minima soglia applicabile 200 elettroni (energia 1keV)
Tabella 3.3 - Caratteristische del PIXIRAD. [21]
Nella seguente tabella si riportano le proprietà fisiche del CdTe.
Caratteristiche del semiconduttore di Tellurio di Cadmio
Numeri atomici 48,52
Densità ρ [g/cm3] 5.85
Band energy [eV] 1.5
Energia di ionizzazione [eV] 4.43
Mobilità degli elettroni μe [cm2/V∙s] 1100
Mobilità delle lacune μh [cm2/V∙s] 100
Tabella 3.4 - Proprietà fisiche del CdTe. [22]
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In questo dispositivo è possibile, impostare due soglie di discriminazione e ottenere, con 
una  singola  esposizione,  due  immagini  contando  i  fotoni  incidenti  con  una  bassa  soglia 
energetica (che rileva tutti i fotoni) e con un'alta soglia energetica (che rileva solo i fotoni di alta 
energia).  Sottraendo  le  due  precedenti  immagini  l'una  dall'altra,  si  ottiene  un'immagine  di 
“bassa” energia. [21].
Una volta  acquisita  l'immagine,  la  sola  correzione è  stata  quella  per  il  flat  field. Non vi  è 
nessuna  correzione  per  il  buio  (immagine  a  sorgente  spenta)  in  quanto l'avere  una  soglia 
impostabile permette ad un sistema a conteggio di fotoni di far si che i segnali dovuti al rumore  
siano tutti sotto soglia, in tal senso il rivelatore è di tipo noiseless.
MEDIPIX2: sviluppato presso il  CERN di Ginevra,  consiste di  un sensore di  silicio, 
spesso 300μm e polarizzato a 50V, suddiviso in 256×256 pixel quadrati ognuno con lato di 
lunghezza 55μm (Tabella 3.5). Ogni pixel di questo rivelatore è dotato di un amplificatore, un 
discriminatore a doppia soglia (3 bits di configurazione per ogni soglia) e un contatore a 13 bits.  
Il sistema di read-out si interfaccia al computer via USB [23].
E' possibile effettuare l’equalizzazione della soglia del rivelatore regolando la soglia energetica 
del singolo pixel, ossia l’energia minima del fotone affinché possa essere rivelato. Il dispositivo 
utilizzato in questo lavoro ha una soglia minima impostabile corrispondente a 8 keV.
Parametri Valori
Dimensione del pixel 55×55μm²
Area totale attiva 14.08×14.08mm²
Numero di pixel 256×256
Tabella 3.5 - Caratteristische del MEDIPIX2. [23]
Nella tabella 3.6 si riportano le proprietà fisiche del Silicio.
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Caratteristiche del semiconduttore di Silicio
Numero atomico 14
Densità ρ [g/cm3] 2.33
Band energy [eV] 1.11
Energia di ionizzazione [eV] 3.62
Mobilità degli elettroni μe [cm2/V∙s] 1350
Mobilità delle lacune μh [cm2/V∙s] 480
Tabella 3.6 - Proprietà fisiche del Si. [1]
Dopo che le immagini sono state acquisite con il Medipix2, la sola correzione effettuata 
è stata quella per il  flat  field. In tali  acquisizioni appaiono dei pixel completamente neri  in 
quanto non contano nessun fotone. Altri pixel invece risulteranno più chiari o più scuri rispetto  
ai loro vicini. Un esempio viene illustrato in figura 3.8 in cui si riportata una proiezione, già  
corretta per il flat field, di un campione composto da differenti materiali polimerici.
Figura 3.8 – Proiezione equalizzata n.226, di dimensioni 256×256, ad energia di 26keV.
Queste imperfezioni sono state corrette tramite interpolazione lineare. Il risultato è mostrato in 
figura 3.9.
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Fig. 3.9 – Immagine in fig. 3.8 dopo il processo di correzione dei pixel fuori uso.
3.4 Campioni
Di seguito verranno descritti i campioni di diverse forme e dimensioni, utilizzati per le 
acquisizioni. 
• Campione in PMMA e NYLON
Questo  campione,  mostrato  in  figura  3.10,  è  costituito  da  un  cilindro  di 
polimetilmetacrilato, PMMA, e uno di NYLON 66 con diametri diversi. I due materiali sono 
contenuti in un cilindro cavo di PMMA avente diametro di 10mm e spessore di 0.42mm. Nella 
tabella 3.7 ne vengono riportate le caratteristiche.
83
PMMA NYLON 66
Formula chimica C5O2H8 C12H22O2N2
Densità ρ = 1.19 g/cm3
ρ = 1.07 g/cm3amorfa
ρ = 1.24 g/cm3cristallina
Diametro d = 3.06 mm d = 6.30 mm
Tabella 3.7 - Valori relativi al PMMA e al Nylon 66.
Figura 3.10 - Vista frontale e vista dall'alto del campione.
In figura 3.11 sono mostrati i grafici dei coefficienti lineari di attenuazione massici μ/ρ, 
espressi  in  [cm²/g],  per  i  suddetti  materiali.  Si  nota  che  non  sono  presenti  K  –  edges 
nell'intervallo energetico considerato (da 10-3 a 10-1 MeV). Il coefficiente decresce all'aumentare 
dell'energia dei fotoni, espressa in [MeV].
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In tabella 3.8 vengono riportati i valori dei coefficienti lineari di attenuazione massici μ/ρ 
[cm²/g], con scattering coerente, (presi dal data base del NIST [2]) del PMMA e del NYLON 66 
moltiplicati per le rispettive densità  ρ [g/cm3] riportate nella tabella 3.7 (per il NYLON 66 è 
stata scelta la densità amorfa). Sono state arbitrariamente scelte 10 diverse energie, espresse in 
keV, nel range da 5 a 30 keV.











Tabella 3.8 - Coefficiente di attenuazione lineare μ in [ cm-1 ] per il PMMA e per il NYLON a diverse  
energie. 
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Figura 3.11 - Andamento del coefficiente lineare di assorbimento per il PMMA e per il NYLON 66. [2]
E' possibile notare che il PMMA ha un coefficiente di attenuazione lineare sempre maggiore di  
quello del NYLON per tutte le energie.
Il sudetto campione è denominato campione 1.
• Campioni di grani di polimeri PS, PET e PVC
Questo campione è costituito da grani di diverse dimensioni e di vara composizione: 
polistirene (PS),  polietilene  tereftalato  (PET)  e  cloruro  di  polivinile  (PVC) contenuti  in  un 
cilindro cavo di PMMA avente diametro di 10mm e spessore di 0.42mm (Fig. 3.12). In tabella 
3.9 si riportano le loro caratteristiche.
PS PET PVC
Formula chimica (C8H8)n (C10H8O4)n (C2H3Cl)n
Densità ρ = 1.05 g/cm3
ρ = 1.33 g/cm3 amorfa
ρ = 1.50 g/cm3cristallina
ρ = 1.385 g/cm3amorfa
ρ = 1.52 g/cm3cristallina
Tabella 3.9 - Valori relativi al PS, PET e PVC.
Figura 3.12 - Vista frontale e vista dall'alto del campione.
Nelle figure 3.13 e 3.14 sono mostrati i grafici dei coefficienti lineari di attenuazione 
massici  μ/ρ, espressi in [cm²/g], per i suddetti materiali. L'intervallo energetico considerato va 
da 10-3 a 10-1 MeV.
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Figura 3.13 - Andamento del coefficiente lineare di assorbimento per il PS e per il PET. [2]
Figura 3.14 - Andamento del coefficiente lineare di assorbimento per il PVC. [2]
Con riferimento ai grafici di figura 3.13, si osserva che il PS e il PET non presentano K – edges 
nell'intervallo energetico mostrato; mentre, il K – edge, presente nel grafico del PVC, è dovuo 
al cloro (Cl) e si trova all'energia di EK-edge_Cl = 2.82∙10-3 MeV (Fig. 3.14).
In tabella 3.10 sono riportati i valori dei coefficienti lineari di attenuazione massici μ/ρ [cm²/g], 
con  scattering coerente,  (presi  dal  data  base  del  NIST [2])  del  PS,  del  PET e  del  PVC 
moltiplicati per le rispettive densità ρ [g/cm3] riportate nella tabella 3.9 (per il PET e il PVC è 
stata scelta la densità amorfa). Sono state arbitrariamente scelte 10 diverse energie, espresse in 
keV, nel range da 5 a 30 keV.
Energia [ keV ] μ [ cm-1 ] PS μ [ cm-1 ] PET μ [ cm-1 ] PVC
5 18,55 37,13 316,75
8 4,46 8,98 86,92
10 2,33 4,63 46,27
12 1,41 2,74 27,49
14 0,96 1,80 17,66
17 0,62 1,11 10,10
19 0,50 0,86 7,34
22 0,39 0,64 4,84
26 0,32 0,48 3,04
30 0,28 0,40 2,07
Tabella 3.10 - Coefficiente di attenuazione lineare μ in [ cm-1 ] per il PS, PET e PVC a diverse energie. 
Si noti che il PVC è un materiale molto assorbente rispetto al PET e al PS, questo è  
dovuto alla presenza del cloro avente numero atomico pari a  Z = 17 (maggiore del numero 
atomico del carbonio, C, e dell'idrogeno, H). Pertanto, il coefficiente di attenuazione lineare μ 
del polimero PVC è maggiore rispetto ai μ degli altri due polimeri per tutte le energie. 
Il suddetto campione è chiamato campione 2.
• Campione di grani di polimeri PS e PET 
I materiali usati per questo campione sono solo polistirene PS e polietilene tereftalato  
PET, posti in un cilindro cavo di PMMA con diametro pari a 10mm e spessore pari a 0.42mm. 
Si  faccia riferimento alla tabella 3.9 per i  valori  delle densità e alle figure 3.13 e 3.14 per  
l'andamento del coefficiente lineare di attenuazione in funzione dell'energia dei fotoni incidenti, 
relativi ai due polimeri. Questo campione è chiamato campione 3.
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3.5 Acquisizione e ricostruzione 
Il setup sperimentale prevede una geometria circolare in cui è il campione a muoversi  
(esso viene messo in movimento dal rotatore, strumento utilizzato come base d’appoggio per i  
campioni da esaminare). Pertanto, si deve fare in modo che la geometria che si sta utilizzando  
coincida con quella che prevede il campione fisso e l'insieme sorgente – rivelatore rotanti. E'  
infatti rispetto a tale geometria che gli algoritmi di ricostruzione sono stati sviluppati. Per prima  
cosa è necessario eseguire l’allineamento dell’asse di rotazione del rotatore in modo che l'asse 
ottico e l'asse  z del rivelatore (asse parallelo alle colonne del  detector, si veda la figura 3.15) 
siano rispettivamente ortogonale e parallelo all'asse di rotazione. Si utilizza una procedura di 
controllo  (imaging di  punte  metalliche  per  vari  angoli  di  rotazione)  e  un  insieme  di  culle 
motorizzate per l'allineamento dell'asse di rotazione. Quando le immagini della punta, corrette 
per la magnificazione, sono sovrapponibili, l'asse è allineato.
Tutta la strumentazione viene controllata da un unico software, sviluppato nell'ambiente 
di Labview, che permette di controllare i motori e l'intervallo di tempo di acquisizione; è inoltre 
possibile  impostare  delle  sequenze  automatiche  di  acquisizioni.  In  particolare,  sono  state 
impostate al massimo 720 proiezioni e al minimo 360. Con l'acquisizione di tutte le proiezioni a 
differenti angoli, si ottengono delle immagini che vengono trattate diversamente a secondo del  
rivelatore utilizzato (si veda il paragrafo 3.3). 
Dopo che le immagini sono state equalizzate vengono processate nel seguente modo:
89
Figura 3.15 - Allineamento asse di rotazione.
– si  determina  l'intensità  I0,  che  si  misura  nell'immagine  di  flat  field o  nella  parte 
dell'immagine acquisita in cui vi è il fascio diretto (area di background);
– si esegue l'operazione I/I0 (pixel a pixel);
– si calcola la quantità p=−ln( II 0)  (proiezione) pixel a pixel, ottenendo, per ogni angolo 
una matrice p (i, j).
I valori di  p (i,  j) saranno positivi e compresi tra 0 e 1, in cui 0 corrisponde all'intensità  I0 
misurata esternamente all'immagine,  in  corrispondenza dell'aria (Fig. 3.16).  Tali  valori  sono 
maggiori in corispondenza delle regioni con maggiore assorbimento. 
In figura 3.16 viene mostrato un esempio di proiezione per un campione di grani di polimeri 
posti in un cilindro cavo di PMMA, e il corrispondente profilo relativo al rettangolo evidenziato 
in giallo.
Una  volta  ottenuta  la  quantità  p (i,  j),  si  retroproietta  questo  valore  facendo  uso 
dell'algoritmo di ricostruzione FDK (Feldkamp, Davis, and Kress) per la geometria cone beam. 
Tale algoritmo è implementato nel pacchetto open source Plastimatch [24] installato su una 
worstation  con  sistema  operativo  LINUX.  Tale  software  sfrutta  le  prestazioni  della  GPU 
(Graphics  Processing  Unit)  comportando  una  riduzione  dei  tempi  di  esecuzione;  per  la 
ricostruzione di un volume 512×512×512 pixel il tempo impiegato è circa 3 minuti.
Il software restituisce i valori di μ in unità di Hounsfield, HU, definita da:
90
Figura 3.16 - Proiezione n.180 equalizzata, di dimensioni 512x476 e il corrispondente profilo di  
assorbimento riferito alla zona di PMMA.
HU=
( μmateriale /40)−μ acqua
μacqua
×1000 (3.1)
μacqua e μmateriale sono i coefficienti lineari di attenuazione dell'acqua e dell'oggetto considerato. In 
particolare, il software ha un valore impostato di  μacqua pari a 0.167. In questa scala il valore 
HU = 0 corrisponde all'acqua e il valore HU = -1000 corrisponde a μ = 0, che per assunzione è 
il coefficiente di attenuazione del vuoto.
3.6 Analisi e valutazione dei risultati
L'analisi delle immagini viene effettuata tramite il software ImageJ [25]. 
In  questo  paragrafo  viene  descritta  la  sequenza  delle  misure  che  si  compiono  sulle  slices 
ricostruite.  Vengono  valutati  il  coefficiente  di  attenuazione  lineare  e  il  rapporto  segnale  – 
rumore.
• Valutazione del coefficiente di attenuazione lineare
Scelte  alcune  slices in  cui  si  identificano  i  materiali  del  campione  preso  in 
considerazione, si seleziona un'area circolare e su questa si prende la media. Per il background 
si seleziona un'area circolare in corrispondenza dell'aria. Si considera la deviazione standard, su 







in cui xi sono le misure, x è la rispettiva media ed n è il numero di misure effettuate, in questo 
caso pari al numero delle slices scelte. 
In questo modo si ottiene il numero di Hounsfield medio. In questo lavoro, la valutazione è 
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condotta in termini del rapporto di tali coefficienti, pertanto, facendo il rapporto tra  μmateriale1 e 







dove HU è il numero dato in unità di Hounsfield misurato nel modo sopra descritto. 
A titolo di esempio si riportano di seguito delle ricostruzioni di diversi campioni. In figura 3.17 
è illustrata una slice in cui è possibile identificare i materiali polimerici PS e PET del campione 
3, e l'area circolare (in giallo) in cui viene misurata la media. 
In figura 3.18 sono riportate le ricostruzioni per il campione 1.
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Figura 3.17 - Ricostruzione,256×256, del  
campione 3 (acquisizione con fascio  
monocromatico e rivelatore Medipix2).
Con tali misure viene fatto un confronto con i valori attesi (presi dal data base del NIST [2]) e  
un confronto relativo rispetto alle diverse condizioni sperimentali utilizzate.
• Valutazione del rapporto segnale – rumore 
La  qualità  di  un'immagine  radiografica  può  essere  valutata  in  termini  di  rapporto 








Facendo riferimento alla figura 3.19, in cui un fascio omogeneo e monocromatico di raggi X 
incide su un campione, siano N1 il numero di fotoni che hanno attraversato il materiale  m1 di 
spessore  t e  N2 il  numero di fotoni che hanno attraversato il  materiale  m2 di spessore  s. Le 
relative deviazioni standard saranno σ12=N 1 e σ22=N 2.
93
Figura 3.18 - Ricostruzione,256x256, del campione 1. a) Acquisizione con il  
rivelatore Pixirad, tubo a 25kV, filtro 0.1mm Mo. b) Acquisizione con il  
rivelatore Pixirad, tubo a 18kV, filtro 0.5mm Al.




√σ1 mis.2 +σ2 mis.2
. (3.5)
A causa dell'efficienza finita del rivelatore e del rumore introdotto dallo stesso, si ha in generale 
che 
( SN )mis<( SN )quant . (3.6)
In questo lavoro si estende la definizione di SN  anche alle ricostruzioni CT misurando l1, l2, σ1 e 
σ2 sulle slices. 
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Figura 3.19 -Numero N di fotoni che attraversa un  
oggetto composto da due materiali diversi. 
3.7 Misure per la valutazione di S/N
In questo paragrafo vengono descritte le acquisizioni effettuate sul campione 2 (descritto 
nel paragrafo 3.4), per la valutazione del rapporto segnale – rumore. Per tali acquisizioni è stato 
utilizzato il rivelatore a conteggio di singolo fotone, Pixirad, e il tubo a raggi X con anodo in 
tungsteno usando un filtro di 1mm di alluminio e fissando una tensione di 45kV, il cui spettro è 
mostrato in figura 3.4c (paragrafo 3.2).
Sono state fissate le seguenti distanze: 
➢ sorgente – oggetto = 570mm
➢ sorgente – rivelatore = 720mm
Sono state acquisite 720 viste su 360 gradi,  e per ogni angolo vengono acquisite 10 
immagini con un tempo di esposizione di 0.5 secondi l'una. In tabella 3.11 sono riportate le 
principali caratteristiche di acquisizione.
kV tubo 
microfocus
Filtro Tempo di 
acquisizione per 
ogni immagine
N° di viste per 
grado
N° di immagini 
per ogni vista
45 1mm Alluminio 0.5 secondi 720 × 0.5° 10
Tabella 3.11 – Caratteristiche di acquisizione.
Lo scopo di tali acquisizioni è quello di mettere in relazione il rapporto segnale – rumore  
con con il numero di fotoni N, che hanno generato l'immagine. Pertanto, si costruiscono 5 set di 
proiezioni ottenuti nel seguente modo:
– set 1 con un'immagine per vista (indicato con 1x);
– set 2 sommando 2 immagini per vista (indicato con 2x);
– set 3 sommando 4 immagini per vista (indicato con 4x);
– set 4 sommando 8 immagini per vista (indicato con 8x);
– set 5 sommando 10 immagini per vista (indicato con 10x).
Una volta ricostruita l'immagine del campione 2, vengono selezionate varie slices in cui sono 
identificabili i  tre materiali polimerici e su cui si effettuano delle misure di media, con una 
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procedura simile a quella adottata per la valutazione del μ vista in precedenza . 
Indicando con Mext il valore medio misurato per il background, con Mint il valore medio misurato 
per i singoli materiali del campione considerato e con  σext e  σint le loro rispettive deviazioni 






√σ ext2 +σ int.2
(3.7)
Come esempio, si riporta in figura 3.20 una slices ricostruita per ogni set.
Sono  state  effettuate  misure  di  SN  anche  sulle  slices ricostruite  per  il  cilindro  di  PMMA, 
contenente i polimeri. Come esempio, in figura 3.21 si riporta solo una di queste slice.
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Figura 3.20 - Ricostruzione effettuata sul campione 2 per i diversi set.
3.8  Valutazione  dei  μ con  sorgente  policromatica  e 
rivelatore ad integrazione di carica
In  questo  esperimento  le  immagini  sono  state  acquisite  utilizzando  una  sorgente 
policromatica  e  il  rivelatore  ad  integrazione  di  carica,  Flat  Panel.  Il  campione  scelto  è  il 
campione 1.
Come sorgente si è fatto uso del tubo a raggi X con anodo in Molibdeno e sono stati scelti i  
seguenti parametri: 
– tensione anodica posta a 25kV e filtro di Molibdeno di spessore 0.1mm,
– tensione anodica posta a 18kV e filtro di Alluminio di spessore 0.5mm,
gli spettri sono riportati in figura 3.5. Sono state acquisite 360 proiezioni su 360° (step angolare 
di 1°) con un tempo di acquisizione pari a 8sec.
Sono state fissate le seguenti distanze:
➢ sorgente – oggetto = 320mm 
➢ sorgente – rivelatore = 640mm
In tabella 3.12 si riportano le condizioni sperimentali. 
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Figura 3.21 – Ricostruzione di una slice  
del PMMA per il set 1x.
Rivelatore Tubo a raggi X kV Corrente Filtro Tempo N° di proiezioni
Flat Panel Con anodo in Mo
25 1mA 0.1mm Mo 8 secondi 360
18 1mA 0.5mm Al 8 secondi 360
Tabella 3.12- Condizioni sperimentali per il set di acquisizioni sul campione 1 utilizzando il rivelatore ad  
integrazione.
Attraverso  il  software  ImageJ  è  stato  possibile  eseguire  un  rescale sulle  proiezioni 
acquisite  in  modo  da  poter  cambiare  la  taglia  dei  pixel.  Così  facendo,  le  dimensioni  delle 
proiezioni, inizialmente a 1032×1032 pixel, vengono riscalate a 512×512 (unendo a due a due i 
pixel  in modo tale da avere la dimensione del nuovo pixel di  100μm)  per  poi prendere un 
riquadro di dimensioni 256×256 pixel in modo da contenere tutto il campione. La rispettiva 
immagine ricostruita ha dimensione 256×256. 
3.9  Valutazione  dei  μ con  sorgente  policromatica  e 
rivelatore a conteggio di fotoni
In  questo  esperimento  le  immagini  sono  state  acquisite  utilizzando  una  sorgente 
policromatica e  il  rivelatore  a  conteggio  di  singolo fotone,  Pixirad.  Il  campione scelto  è  il 
campione 1.
Come sorgente si è fatto uso del tubo a raggi X con anodo in Tungsteno e sono stati scelti i 
seguenti parametri:
1. tensione anodica posta a 45kV e filtro di Alluminio di spessore 1mm,
2. tensione anodica posta a 25kV e filtro di Molibdeno di spessore 0.1mm,
3. tensione anodica posta a 18kV e filtro di Alluminio di spessore 0.5mm,
gli spettri sono riportati in figura 3.4. Nel caso 1 sono state acquisite 720 proiezioni su 360° con 
tempo di acquisizione pari a 0.5 secondi; nei casi 2 e 3 sono state acquisite 360 proiezioni su  
360° con tempo di acquisizione di 8 secondi. 
Sono state fissate le seguenti distanze:
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➢ sorgente– oggetto = 570mm
➢ sorgente – rivelatore = 720mm
In tabella 3.13 si riportano le condizioni sperimentali.
Rivelatore Tubo a raggi X kV Corrente Filtro Tempo N° di proiezioni
Pixirad Con anodo in W
45 178μA 1mm Al 0.5 secondi 720
25 200μA 0.1mm Mo 8 secondi 360
18 144μA 0.5mm Al 8 secondi 360
Tabella 3.13 - Condizioni sperimentali per il set di acquisizioni sul campione 1 utilizzando il rivelatore a  
conteggio di singolo fotone.
In questo caso, Le proiezioni acquisite hanno dimensioni 512×476 pixel ma vengono 
riscalate a 256×238 pixel con la stessa procedura discussa nel precedente paragrafo. Il volume 
ricostruito è una matrice di dimensioni 256×256×256 pixel.ù
3.10 Acquisizioni con fascio monocromatico e rivelatore 
a conteggio di singolo fotone, Medipix2 
In questo paragrafo saranno descritte le modalità di acquisizione utilizzando la sorgente 
monocromatica di luce di sincrotrone e il rivelatore a conteggio di singolo fotone, Medipix2. La 
campagna di tali acquisizioni è stata condotta presso la ID-17 dell'ESRF di Grenoble.
Sono state effettuate delle acquisizioni sul campione 2 e sul campione 3.
Si sono fissate le seguenti distanze:
➢ sorgente – oggetto = 157515mm
➢ sorgente – rivelatore = 158000mm
Per il  campione 2 sono state fatte acquisizioni con E=26 keV e con un tempo di acquisizione 
pari a 0.2sec. Sono state prese 400 proiezioni su 360° scegliendo come tempo di arresto del 
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rotatore  1sec.  Questa  operazione  è  stata  ripetuta  per  tre  volte  con  il  campione  posto  a  3 
differenti altezze (separate da -1.2mm lungo  z) rispetto ad una quota scelta come riferimento 
z0=87.432mm. Ad ogni altezza è stato tolto il campione, spostandolo orizzontalmente (y), per 
acquisire un’immagine di flat field (che serve per l’equalizzazione). 
Questa stessa procedura è stata ripetuta con lo stesso campione ma ad un’energia di 30keV. 
Questa volta l’altezza di riferimento è stata presa a z0=85.031mm , spostandosi di 1.2mm.
A causa del danno causato all’elettronica del rivelatore (per la prolungata esposizione al fascio)  
ci si è spostati su altre righe dello stesso per eseguire nuove acquisizioni sul  campione 3. In 
questo caso sono state effettuate misure con E=26 keV e con un tempo di acquisizione pari a 
0.2sec. Sono state prese 400 proiezioni su 360° scegliendo come tempo di arresto del rotatore 
1sec. Questa operazione è stata ripetuta per tre volte con il campione posto a 3 differenti altezze  
(separate  da  1.2mm)  rispetto  ad  una  quota  scelta  come riferimento  z0=84.037mm.  Ad  ogni 
altezza è stato tolto il campione per acquisire un’immagine di flat field.
Questa stessa procedura è stata ripetuta con lo stesso campione ma ad un’energia di 30keV. 
Questa volta l’altezza di riferimento è stata presa a z0=86.432mm, spostandosi di -1.2mm.
Le acquisizioni relative a questi due campioni sono state fatte immettendo i seguenti valori nel  





Si riporta una tabella riassuntiva per tali acquisizioni.
Campione Energia Tempo di acquisizione per ogni 
proiezione
N° di proiezioni
Campione 2 26 keV
30 keV 0.2 secondi 400
Campione 3 26 keV
30 keV 0.2 secondi 400





In questo capitolo verranno esposti e discussi i risultati sperimentali. Saranno riportati i 
risultati  relativi  alle  acquisizioni  con sorgenti  policromatiche,  alle  acquisizioni  con sorgenti 
monocromatiche e alla valutazione del rapporto segnale – rumore.
4.2 Sorgente policromatica e rivelatore ad integrazione
Nella tabella 4.1 si riportano i risultati dei numeri di Hounsfield medi, HU, relativi alle 
ricostruzioni dei due materiali del campione 1. 
Sorgente
Tubo a raggi X 
con anodo in Mo
Numero HU 








medio per il 
background
εbackground
Tensione = 25 kV
Filtro = 0.1mm Mo
-829.6 0.9 -853.2 0.8 -1004.7 0.8
Tensione = 18 kV
Filtro = 0.5mm Al
-727.2 2.8 -769.2 2.0 -1006.0 1.0
Tabella 4.1 - Dati sperimentali ottenuti dalle acquisizioni sul campione 1 utilizzando il tubo con anodo in  
Mo e il rivelatore ad integrazione di carica.
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L'errore  sulla  media  ε,  la  deviazione  standard,  è  stato  calcolato  secondo  la  formula  (3.2) 
riportata nel paragrafo 3.6. 
Con riferimento agli spettri in figura 3.5, in tabella 4.2 si riporta il valore dell'energia media, per 
25 kV e 18 kV, e il corrispondente valore del coefficiente di attenuazione lineare, espresso in 
[cm-1], preso dal data base online del NIST [2]. 
Sorgente
Tubo a raggi X 
con anodo in Mo
Filtro Energia media μPMMA μNYLON
25 kV 0.1mm Mo 17.43 keV 0.91cm-1 0.73cm-1
18 kV 0.5mm Al 13.97 keV 1.57cm-1 1.23cm-1 
Tabella 4.2 - Valori teorici dei coefficienti lineari di attenuazione del PMMA e del NYLON considerando il  
contributo del fotoelettrico, del Compton e dello scattering coerente.
Si ricorda che il rapporto tra i coefficienti lineari di attenuazione, in questo caso tra  μPMMA e 






dove il  numero  HUPMMA e il  numero HUNYLON sono i  valori  medi dei numeri  di  Hounsfield 
riportati nella tabella 4.1. Pertanto, in base a questa espressione, i valori medi dei numeri HU 
ricostruiti  per  il  PMMA e  per  il  NYLON sono  sommati  al  valore  medio  del  numero  HU 
ricostruito  per  l'aria  (background).  I  risultati  così  ottenuti,  insieme  ai  rapporti  teorici  [2] 











17.43 keV 1.25 1.15 0.01
13.97 keV 1.27 1.18 0.01
Tabella 4.3 - Rapporti teorici e sperimentali tra i coefficienti lineari di attenuazione del PMMA e del  
NYLON al variare dell'energia media del fascio policromatico di un tubo a raggi X con anodo in Mo.
L'errore sul rapporto dei μ è stato trovato utilizzando la formula di propagazione degli errori:




dove i valori di εPMMA e εNYLON sono quelli riportati nella tabella 4.1.
4.3  Sorgente  policromatica e  rivelatore  a  conteggio  di 
fotoni
Nella tabelle 4.4 e 4.5 si riportano i risultati dei numeri di Hounsfield, HU, relativi alle 
ricostruzioni dei due materiali del campione 1 e dei tre materiali presenti nel campione 2.
Sorgente
Tubo a raggi X 
con anodo in W
Numero HU 








medio per il 
background
εbackground
Tensione = 25 kV
Filtro = 0.1mm Mo
-830.2 1.5 -854.9 1.3 -1006.4 0.9
Tensione = 18 kV
Filtro = 0.5mm Al
-726.4 3.4 -771.3 2.7 -1005.9 1.1
Tabella 4.4 - Dati sperimentali ottenuti dalle acquisizioni sul campione 1 utilizzando il tubo con anodo in W  
e il rivelatore a conteggio di fotoni, Pixirad.
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Sorgente
Tubo a raggi X 













N° HU medio 
background εbackground
Tensione = 45kV
Filtro = 1mm Al
-675.6 11.2 -940.7 1.2 -904.4 1.3 -1008.5 1.1
Tabella 4.5 - Dati sperimentali ottenuti dall'acquisizione, effettuata a 45kV, sul campione 2 utilizzando il  
tubo con anodo in W e il rivelatore a conteggio di fotoni, Pixirad.
L'errore sulla media ε, è stato calcolato secondo la formula (3.2) riportata nel paragrafo 3.6.
Con riferimento agli spettri in figura 3.4, nelle tabelle 4.6 e 4.7 si riportano i valori di energia 
media e i corrispondenti valori dei coefficienti di attenuazione lineare, espressi in [cm-1], presi 
dal data base online del NIST [2]. 
Sorgente
Tubo a raggi X 
con anodo in W
Filtro Energia media μPMMA μNYLON
25 kV  0.1mm Mo 17.31 keV  0.93 cm-1 0.74 cm-1
18 kV 0.5mm Al 13.91 keV  1.59 cm-1 1.25 cm-1 
Tabella 4.6 - Valori teorici dei coefficienti lineari di attenuazione del PMMA e del NYLON considerando il  
contributo del fotoelettrico, del Compton e dello scattering coerente.
Sorgente
Tubo a raggi X 
con anodo in W
Filtro Energia media μPVC μPS μPET
45 kV 1mm Al 30.13 keV 2.07 cm-1 0.28 cm-1 0.40 cm-1
Tabella 4.7 - Valori teorici dei coefficienti lineari di attenuazione del PVC, del PS e del PET considerando il  
contributo del fotoelettrico, del Compton e dello scattering coerente.
Facendo riferimento alla relazione (3.3) (paragrafo 3.6) e ai valori medi dei numeri HU (tabelle 
4.4  e  4.5),  si  sono  calcolati  i  rapporti  sperimentali  e  i  rapporti  teorici  (calcolati  facendo 
riferimento alle tabelle 4.6 e 4.7) dei coefficienti di attenuazione lineare per i materiali presenti  
nei due campioni considerati. I risultati vengono riportati nella tabella 4.8, 4.9 e 4.10.
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17.31 keV 1.25 1.16 0.01
13.91 keV 1.28 1.19 0.02
Tabella 4.8 - Rapporti teorici e sperimentali dei coefficienti lineari di attenuazione del PMMA e del NYLON  























30.13 keV 7.45 4.91 0.19 5.16 3.20 0.11
Tabella 4.9 - Rapporti teorici e sperimentali dei coefficienti lineari di attenuazione del PVC, del PS e del  
PET all'energia media di 30.13keV.
Energia 
media 








30.13 keV 1.43 1.53 0.03
Tabella 4.10 - Rapporto teorico e sperimentale tra i coefficienti lineari di attenuazione del PET e del PS  
all'energia media di 30.13keV.
L' errore sul rapporto dei coefficienti di attenuazione è stato calcolato utilizzando la formula di  
propagazione degli errori data dalla (4.1).
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4.4 Ricostruzione dei coefficienti di attenuazione lineare 
nel  caso  di  sorgente  monocromatica  e  rivelatore  a 
conteggio di singolo fotone
Di seguito si riportano i risultati delle ricostruzioni per il campione 2 e per il campione 3.  
E' stato scelto di riportare solo i dati relativi alla ricostruzione dei campioni posti all'altezza z0, 
in quanto non vi è nessuna differenza dei numeri HU medi ricostruiti per le altre altezze.
• Ricostruzione per il campione 3 con sorgente monocromatica
Nella tabella 4.11 sono riportati i valori dei numeri HU medi per il campione 3.
Energia
Numero HU 








medio per il 
background
εbackground
30 keV -960.5 0.8 -976.4 0.9 -1006.0 0.7
26 keV -951.1 0.9 -972.7 0.8 -1007.8 1.2
Tabella 4.11 - Numeri HU ricostruiti per l'acqusizione effettuata a 30keV e a 26keV sul campione 3.
L'errore sulla media ε, è stato calcolato secondo la formula (3.2) riportata nel paragrafo 3.6.
Per l'energia di 30 keV, si fa riferimento alla tabella 4.7 per i valori teorici dei coefficienti di 
attenuazione lineare, espressi in [cm-1]; mentre per l'energia di 26 keV, i valori teorici dei μ per i 
diversi materiali sono riportati nella tabella 4.12.
Energia μPS μPET
26 keV 0.32 cm-1 0.53 cm-1
Tabella 4.12 - Valori teorici dei coefficienti lineari di attenuazione del PS e del PET considerando il  
contributo del fotoelettrico, del Compton e dello scattering coerente. [2]
Ricordando la relazione (3.3), la tabella 4.13 presenta i valori dei rapporti sperimentali tra i μ, 
calcolati  a  partire dai numeri HU della tabella 4.11,  e i  valori  dei  rapporti  teorici,  calcolati  
facendo riferimento ai valori teorici riportati nelle tabelle 4.7 e 4.12. 
106








30 keV 1.43 1.54 0.05
26 keV 1.66 1.61 0.05
Tabella 4.13 - Rapporti teorici e sperimentali dei coefficienti lineari di attenuazione del PET e del PS  
all'energia di 30keV e 26keV.
L'errore sul rapporto dei coefficienti di attenuazione è stato calcolato utilizzando la formula di 
propagazione degli errori (4.1).
• Ricostruzione per il campione 2 con sorgente monocromatica
La tabella 4.14 presenta i valori dei numeri HU medi per il campione 2. 
Energia
Numero HU 








medio per il 
background
εbackground
30 keV -861.4 2.3 -982.6 4.3 -1012.9 4.4
26 keV -797.3 3.9 -987.2 4.5 -1021.7 5.3
Tabella 4.14 - Numeri HU ricostruiti per l'acquisizione effettuata a 30keV e a 26keV sul campione 2.
In tabella  4.15 sono riportati  i  valori  dei  rapporti  sperimentali  e  teorici  tra i  coefficienti  di 
attenuazione lineare del PVC e del PS.








30 keV 7.45 5.01 0.71
26 keV 9.62 6.51 0.86
Tabella 4.15 - Rapporti teorici e sperimentali dei coefficienti lineari di attenuazione del PVC e del PS alle  
energie di 30 e 26 keV.
L' errore sul rapporto dei coefficienti di attenuazione è stato calcolato utilizzando la formula di  
propagazione degli errori data dalla (4.1).
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4.5 Rapporto segnale – rumore
In questo paragrafo vengono analizzati i risultati ottenuti dallo studio sperimentale della 
valutazione del rapporto segnale – rumore sulle acquisizioni relative al campione 2.
Il rapporto segnale – rumore è stato misurato secondo la tecnica descritta nel paragrafo 3.6 ed è 
stato definito dalla relazione (3.7).
Nelle seguenti tabelle si riportano i valori del rapporto segnale – rumore, in funzione dei 5 set  
1x,  2x,  4x,  8x,  10x (tecnica  descritta  nel  paragrafo  3.7),  misurati  a  partire  dalle  immagini 
ricostruite.






Tabella 4.16 - Valori di S/N per il PET ricavati dalle immagini ricostruite, in funzione dei 5 set.






Tabella 4.17 - Valori di S/N per il PS ricavati dalle immagini ricostruite, in funzione dei 5 set.
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Tabella 4.18 - Valori di S/N per il PVC ricavati dalle immagini ricostruite, in funzione dei 5 set.
Per ogni valore sperimentale di S/N, di ogni materiale, in funzione dei set si è eseguito 
un fit con la funzione:
y=a⋅xb (4.2)
ottenendo i valori riportati in tabella 4.19 per a e la potenza b. 
Nei grafici, in figura 4.1 e 4.2, si è riportato sull'asse x il numero di set, che può esssere messo 
in relazione con il numero di fotoni. Pertanto, x nella (4.2) dipende linearmente dal numero di 
fotoni.
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Figura 4.1 - Fit y = a·xb sui dati sperimentali di S/N, del PET e del PS, ricavati dalle ricostruzioni.
Grafici b σb a σa
S/N_PET 0.45 0.01 3.34 0.02
S/N_PS 0.46 0.01 2.27 0.03
S/N_PVC 0.46 0.01 9.19 0.08
Tabella 4.19 - Risultati del fit y = a·xb.
Sono state effettuate misure di rapporto segnale – rumore, per ogni set, sulle proiezioni 
acquisite e sulla quantità −ln ( I / I 0), considerando solo il dettaglio del materiale PS. I risultati 







Tabella 4.20 - Valori di S/N ricavati dalle proiezioni acquisite, in funzione dei 5 set.
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Figura 4.2 - Fit y = a·xb sui dati sperimentali di S/N, del PVC, ricavati dalle ricostruzioni.






Tabella 4.21 - Valori di S/N ricavati dalla quantità -ln(I/I0), in funzione dei 5 set.
Si nota che il rapporto segnale – rumore calcolato a partire dalle proiezioni acquisite e dalle  
proiezioni processate come −ln ( I / I 0)  risulta minore del rapporto segnale – rumore misurato 
dalle immagini ricostruite (Tab. 4.16, 4.17 e 4.18). Questo risultato è dovuto al fatto che la 
misura  di  S/N  sulle  proiezioni  viene  effettuata  prendendo  un'area  nell'oggetto  che  appare 
disomogenea perchè lo spessore è variabile.
Nel grafico in figura 4.3 vengono riportati i valori di S/N (Tab. 4.20) in funzione dei set; si è  
eseguito un fit con la funzione (4.2).
Nella tabella 4.22 si riportano i risultati del fit.
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Figura 4.3 - Fit y = a·xb sui dati sperimentali di S/N, del PS, ricavati dalle proiezioni acquisite.
Grafico b σb a σa
S/N_proiezioni 0.11 0.02 1.88 0.06
Tabella 4.22 - Risultati del fit y = a·xb.
Inoltre, si è verificato l'andamento dei σ (con i quali si costruisce il rapporto segnale – 
rumore) del segnale, selezionando un'area nella proiezione in corrispondenza di un dettaglio 
all'interno del campione, e del background (selezionando un'area in corrispondenza dell'aria). 








Tabella 4.23 - Valori del rumore per il segnale calcolati dalle proiezioni: è stata selezionata un'area in  







Tabella 4.24 - Valori del rumore per il background calcolati dalle proiezioni: è stata selezionata un'area in  
corrispondenza dell'aria.




I valori ottenuti dal fit per a e la potenza c sono riportati in tabella 4.25. 
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Figura 4.4 - Fit y = a+b·xc sui dati del rumore relativo al  
segnale ricavati dalle proiezioni.
Figura 4.5 - Fit y = a+b·xc sui dati del rumore relativo al  
background ricavati dalle proiezioni.
Grafici c σc a σa
σsegnale 0.96 0.01 9.01 0.44
σbackground 0.55 0.01 0.20 1.71
Tabella 4.25 - Risultati del fit y = a+b·xc .
Facendo il fit su σsegnale e σbackground con la funzione (4.3) si è verificata la presenza del contribuito 
del rumore sistematico, ottenendo un valore di a grande, dovuto alla disomogeneità presente 
nelle proiezioni. 
4.6 Confronto risultati 
In questo paragrafo si riportano le tabelle che riassumono i valori sperimentali ricavati.
Nella tabella 4.26 si riportanto i valori dei rapporti sperimentali per μPMMA / μNYLON ricavati nelle 
condizioni di fascio policromatico e utilizzando il rivelatore a conteggio di fotoni, Pixirad, e il  
rivelatore ad integrazione, Flat Panel.










Flat Panel 17.43 keV 1.25 1.15 0.01
13.97 keV 1.27 1.18 0.01
Pixirad 17.31 keV 1.25 1.16 0.01
13.91 keV 1.28 1.19 0.02
Tabella 4.26 - Valori sperimentali e valori teorici per il rapporto tra il coefficiente di attenuazione del  
PMMA e quello del NYLON.
I valori sperimentali μPMMA / μNYLON ottenuti con i due diversi rivelatori sono confrontabili tra di 
loro e non molto dissimili da quelli previsti teoricamente. 
Nelle tabelle 4.27 e 4.28 si riportano i valori sperimentali per il  rapporto  μPET /  μPS e per il 
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rapporto μPVC / μPS, ricavati dalle condizioni di fascio monocromatico e fascio policromatico.










Monocromatica 30 keV 1.43 1.54 0.05
Policromatica 30.13 keV 1.43 1.53 0.03
Tabella 4.27 - Valori sperimentali e valori teorici per il rapporto tra il coefficiente di attenuazione del PET e  
quello del PS.










Monocromatica 30 keV 7.45 5.01 0.71
Policromatica 30.13 keV 7.45 4.91 0.19
Tabella 4.28 - Valori sperimentali e valori teorici per il rapporto tra il coefficiente di attenuazione del PVC e  
quello del PS.





In questo lavoro di tesi si è studiato il problema della ricostruzione del coefficiente di 
attenuazione  lineare  per  materiali  polimerici  a  partire  da  acquisizioni  effettuate  a  diverse 
condizioni sperimentali. 
Nelle condizioni di fascio policromatico con energia media di circa 17.5 keV e circa 14 keV sia 
il  rivelatore  ad  integrazione  che  quello  a  conteggio  di  singolo  fotone  danno  risultati 
confrontabili tra di loro e non molto dissimili da quelli previsti teoricamente. 
Nella condizione di fascio monocromatico a 30 keV, il valore μPVC / μPS ricostruito è inferiore a 
quello atteso. 
La condizione  di  fascio  policromatico  con energia  media  30  keV presenta  ugualmente una 
sottostima  del  rapporto  μPVC /  μPS .  Si  potrebbe  ipotizzare  che  la  composizione  reale  del 
campione PVC sia differente oppure che la densità sia minore rispetto a quella tabulata.
In gran parte delle condizioni sperimentali i rapporti tra i  μ ricostruiti sono inferiori a quelli 
teorici previsti. Per il calcolo di questi ultimi si è tenuto conto della geometria con rivelatore 





A.1 Teorema della sezione centrale
Per la dimostrazione del teorema si parte con la trasformata di Fourier unidimensionale  
delle proiezione ad un angolo γ fissato: 




−2πiq ξ d ξ (A.1)
si ricordi che i valori di proiezione pγ (ξ) sono dati dalla proiezione integrale (2.4) così che:




μ(ξ ,η)d η)e−2π iq ξ d ξ (A.2)
Dove si indica con q la variabile coniugata di  ξ, asse lungo il quale è misurata la proiezione, 
nello spazio di Fourier.
Il  secondo  integrale  della  (A.2),  che  esprime  l'integrazione  lungo  la  direzione  dei  raggi  X 
attraverso l'oggetto, può essere esteso all'infinito se si assume che fuori dall'oggetto esaminato  
non vi sia nessuna attenuazione. Si esegua un cambiamento di coordinate dal sistema ruotante  
(ξ, η) al sistema fisso (x, y) solidale all'oggetto, attraverso la relazione:
[ξη ]=[ cosγ sin γ−sin γ cosγ][ xy] (A.3)







μ (ξ (x , y ) ,η (x , y ))e−2πi q( xcos(γ )+ ysin(γ))dxdy (A.4)
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f (x , y )e−2π i q( x cos(γ)+ ysin(γ ))dxdy            (A.5)
Per mettere in relazione la trasformata di Fourier di una proiezione, Pγ (q), alla trasformata di 
Fourier bidimensionale dell'oggetto, si inizia con il formulare la trasformata bidimensionale di 
Fourier della funzione f (x, y) nel sistema di coordinate fisso:






f (x , y)e−2πi ( xu+ yv)dxdy (A.6)
Si  nota  l'analogia  della  parte  destra  delle  equazioni  (A.5)  e  (A.6).  Se  si  inseriscono 
nell'esponente della (A.6) le relazioni tra coordinate cartesiane e coordinate polari
u=qcos (γ) , v=qsin(γ ) (A.7)
si ottiene la seguente: 






f (x , y)e−2π i ( xq cos (γ)+ y q sin(γ ))dxdy            (A.8)
Si vede come quest'ultimo integrale è uguale a quello dell' equazione (A.5). Matematicamente 
esiste la seguente relazione: 
F (u , v )u=qcos(γ )
v=qsin(γ )
=F (q , γ )=P γ(q)           (A.9)
che dimostra il teorema.
Da  questo  teorema  seguono  due  importanti  conseguenze.  La  prima  è  che  le  proiezioni 
contengono sufficienti informazioni per permettere di ricostruire l'oggetto. La seconda è che, 
per essere in grado di far questo, un numero infinito di proiezioni è richiesto per determinare 
completamente lo spazio di Fourier (u, v). Affinché si verifichi quest'ultima affermazione, i dati 
delle  proiezioni  Pγ (q)  espresse  in  coordinate  polari  nel  dominio  delle  frequenze  (spaziali) 
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devono essere ordinati nel sistema di coordinate cartesiane (u, v) (Fig. 2.9a). In questo modo si 
ottiene  l'intera trasformata di Fourier  F (u,  v)  e si è in grado di eseguire una trasformata di 
Fourier inversa della funzione originale f (x, y).
A.2 Simple backprojection
Sostituendo  le  equazioni  (2.7)  e  (2.8)  ricavate  nel  paragrafo  2.4,  che  definiscono  le 
proiezioni pγ (ξ), nella definizione matematica della backprojection
g (x , y)=∫
0
π
p γ(ξ )d γ=∫
0
π
pγ (xcos(γ )+ysin (γ))d γ                     (A.10)
ottenendo: 










f (r)δ(r−L)dr d γ (A.11)
e 





f ( x , y)δ(xcos(γ)+ ysin(γ )−ξ )dx dy d γ (A.12)
effettuando un cambiamento di variabili da  r = (x,  y) a  r' = (x',  y') e facendo uso di alcune 
proprietà della funzione delta, si dimostra che [3]:






f (x ' , y ') 1
∣(x− x ' , y− y ' )∣
dx ' dy ' (A.13)
dove  la  funzione  g (x, y)  è  la  backprojection. La  suddetta  equazione  rappresenta  una 
convoluzione di f (x, y) con la funzione: 
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h( x , y)= 1
∣(x , y )∣ (A.14)
quindi si può scrivere:
g ( x , y)= f ( x , y)∗h( x , y) (A.15)
La funzione  h (x, y) è la  point spread function (PSF) del sistema con andamento 1/r. Questo 
andamento  si  spiega  considerando  il  caso  di  un  singolo  oggetto  puntiforme  posizionato 
nell'origine del piano dell'immagine (x, y). Il  punto è rappresentato da  f (x, y) =  δ  (x, y) ed 
appare come una funzione delta nel profilo delle proiezioni. L'immagine retro – proiettata è  
formata dalla sovrapposizione di numerose linee della funzione delta passanti per l'origine del 
piano in cui è disposto l'oggetto. L'aumento della densità di tali linee verso il centro rappresenta  
la  point spread function con andamento 1/r (Fig. A.1). Questo spiega come l'immagine di un 
oggetto ideale puntiforme è sfocata e ha uno spread dovuto al sistema di imaging a causa del 
processo di retro-proiezione.
Questo  risultato  può  essere  esplicitamente  ottenuto  sostituendo  la  funzione  f  (x, y)  con  la 
funzione δ (x, y) nella (A.13):






δ( x ' , y ' ) 1
∣( x−x ' , y− y ' )∣
dx ' dy ' (A.16)
utilizzando la shifting property7 della funzione delta, la (A.16) si riduce a:
g ( x , y)= 1
∣(x , y)∣ (A.17)
In questo caso, l'immagine ricostruita g (x, y) è la rappresentazione della PSF. Il risultato trovato 
è  uguale  a  quello  della  (A.14),  quindi  la  funzione  h (x,  y)  è  anche  chiamata  point  spread 
function o risposta del sistema ad un impulso delta.
7 La sifting property della funzione delta è data da f (x)=∫
−∞
∞
f (x ') δ(x '−x )dx' .
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A.3 Filtered backprojection
Si consideri la trasformata di Fourier inversa della funzione F (u, v):






F (u , v)e2π i( xu+ y v)du dv (A.18)
Si effettua un cambio di coordinate da cartesiane (u, v) a polari (q, γ):
u=qcos(γ ) , v=qsin(γ ) (A.19)
e cambiando l'elemento di area infinitesima di integrazione du dv con [3]
du dv=q dq d γ (A.20)
la (A.18) diventa:
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Figura A.1 – Ricostruzione con la simple backprojection di un singolo punto.  
a) La densità delle line intorno l'oggetto che deve essere ricostruito diminuisce  
con la distanza dal punto. b) Point spread function di un singolo punto. [3]






F (qcos (γ) , qsin(γ ))e2π i q( x cos(γ)+ y sin(γ ))q dq d γ (A.21)
L' integrale su γ può essere diviso in due integrali considerando γ = [0, π] e γ = [π, 2π] così da 
ottenere:






F (q , γ )e2π i q (xcos(γ )+ ysin(γ))q dqd γ+...






F (q , γ)e2πi q( xcos(γ )+ ysin(γ))q dq d γ (A.22)
Questa espressione, shiftando l'angolo γ di π nel secondo integrale, si può anche scrivere come 
[3]:






F (q , γ)e2π iq( xcos(γ)+ ysin(γ ))qdq d γ+...






F (q , γ+π)e2πi q (xcos (γ+π)+ ysin (γ+π))qdq d γ (A.23)
Secondo le proprietà di simmetria della trasformata si Fourier
F (ξ , γ+π )=F (−ξ , γ) (A.24)
l'espressione per f (x, y) diventa [3]:






F (q , γ)e2πi q (x cos (γ )+ y sin(γ))∣q∣dq d γ (A.25)
Per  la  (A.9),  è  possibile  sostituire  la  trasformata bidimensionale  di  Fourier  F (q,  γ)  con la 
trasformata unidimensionale di Fourier della proiezione all'angolo γ, Pγ (q). Pertanto la (A.25) 
diventa:
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2πiq ξ∣q∣dq)d γ (A.26)
dove si è fatto uso dell'equazione ξ=xcos (γ)+ ysin(γ). Dalla (A.26) è possibile avere una stima 
della f (x, y) una volta conosciuti i valori della trasformata di Fourier delle proiezioni.
L' integrale (A.26) può essere espresso in forma compatta come:
f ( x , y)=∫
0
π
hγ(ξ )d γ (A.27)





2πi q ξ dq (A.28)
Con l'equazione (A.27) si è definito il principio della filtered backprojection.
A.4 Fan beam
A.4.1 Fan beam: filtered backprojection per rivelatore curvo
Si consideri la filtered backprojection per le proiezioni parallele (A.26):







2πiq ξ∣q∣dq)d γ (A.29)
Sostituendo a Pγ (q) la sua trasformata di Fourier si ottiene:
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−2πiq ξ ' d γ ')e2πiq γ∣q∣dq d γ (A.30)
cambiando la disposizione degli integrali si trova:






p γ(ξ ' )(∫
−∞
+∞
e2π i q(ξ−ξ ' )∣q∣dq)d ξ ' d γ (A.31)
dove il  termine tra parentesi  g (ξ−ξ ' )=∫
−∞
+∞
e2πiq(ξ−ξ ' )∣q∣dq  è  la trasformata inversa di  Fourier 
della funzione  |q| nel dominio spettrale. La (A.31) può essere modificata includendo tutte le 
proiezioni su 360°, in quanto non si ha simmetria come nel caso parallelo, e ricordando che 
ξ= xcos (γ)+ ysin(γ):






p γ(ξ ' )g ((xcos(γ)+ ysin(γ ))−ξ ' )d ξ ')d γ (A.32)
A questo punto, la trasformazione delle coordinate alla geometria fan beam può essere effettuata 
[3]:
(ξ ' , γ)→(ζ , θ) (A.33)
Per capire come viene espresso il termine  ξ= xcos (γ )+ ysin(γ),  all'interno della (A.32), nelle 
nuove coordinate, si possono definire i punti sulle linee di retroproiezione in coordinate polari. 
Il punto r = (x, y) (Fig. A.2) è dato dalle equazioni x = r cosδ e y = r sinδ, pertanto si ha
ξ=xcos(γ)+ ysin(γ)=r cos (δ )cos(γ)+r sin (δ)sin (γ )=r cos (γ−δ) (A.34)
dove  l'ultima  uguaglianza  è  ottenuta  tramite  la  legge  di  addizione  per  il  coseno: 
cos (α±β)=cos (α)cos(β)∓sin(α)sin(β). 
Con il cambio di coordinate e utilizzando la relazione angolare γ=θ+ψ , si ha [3]:
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ϕθ (ζ ) g [rcos (θ+ψ−δ)−FCDsinψ ]FCD cos ψ d ψ (A.35)
dove il limite inferiore e superiore per ψ sono ψmin e ψmax.
Si indichi con L la distanza dalla sorgente al punto di coordinate r = (x, y). Se si considera il 
triangolo formato dai punti S, A e r = (x, y) in figura A.2, dalla semplice trigonometria si ha: 
Lcosψ '=FCD+r sin(θ−δ )             (A.36)
e
Lsin ψ '=rcos(θ−δ)  (A.37)
dove ψ' è l'angolo del raggio che passa attraverso il punto considerato (r, δ).
Si noti che la posizione del punto (r, δ) e l'angolo di proiezione θ determinato L e ψ' (Fig. A.2): 
L=√(FCD+r sin (θ−δ))2+(rcos(θ−δ))2  (A.38)
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Figura A.2 - Geometria fan beam. [3]
ψ '=arctan( r cos(θ−δ )FCD+r sin (θ−δ ))    (A.39)
Facendo uso di alcune proprietà trigonometriche è possibile scrivere la (A.35) in maniera più 
semplice [3]:





ϕθ(ζ ) g (L sin(ψ '−ψ ))FCD cosψ d ψ (A.40)
Da questa relazione si guardi la funzione del filtro. Basandosi sulla sua definizione originale:
           g (L sin ψ)=∫
−∞
∞
∣q∣ei 2πq L sinψ dq (A.41)
e sostituendo q '=qLsinψψ  si ha:





∣q'∣ei 2π q ' ψ dq '=( ψL sinψ )
2
g(ψ ) (A.42)
A questo punto si può scrivere la backprojection (A.40) come:
f ( r , δ )=∫
0
2π
L−2 d θ ∫
−ψ min
ψ max
ϕθ (ζ ) g̃ (ψ '−ψ)FCD cos ψ d ψ (A.43)
dove si è posto  g̃ (ψ )=12 ( ψsin ψ )
2
g (ψ), il quale rappresenta una versione modificata del filtro 
per la proiezione parallela. 
In  analogia  con  la  retroproiezione  filtrata  della  pencil  beam, si  può  scrivere  una  breve 
espressione per la (A.43):




hθ (ψ)d θ (A.44)
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in cui hθ (ψ) è uguale alla convulozione delle proiezioni pesate, ϕ̃θ (ψ) , con il filtro g̃ (ψ ) :
 hθ(ψ )=ϕ̃θ (ψ)∗g̃ (ψ ) (A.45)
dove si è posto ϕ̃θ (ψ)=ϕθ (ζ )FCD cos(ψ )=ϕθ(FDD ψ )FCD cos (ψ) , per l'ultima uguaglianza si 
è fatto uso della relazione geometrica ζ = FDD ψ.
Dalla (A.44) segue che la retroproiezione filtrata converge alla sorgente. Quindi, il segnale è 
pesato  per  il  reciproco  della  distanza  al  quadrato  tra  la  sorgente  e  la  posizione  del  punto 
considerato.
A.4.2 Fan beam: filtered backprojection per rivelatore lineare
In questo tipo di geometria la proiezione misurata è ϕθ (a )  e può essere univocamente 
determinata da due parametri a e θ. La varibile a indica la posizione sul rivelatore lineare e θ è 
l'angolo di proiezione che il raggio centrale del fan forma con l'asse y del sistema di riferimento 
dell'oggetto (Fig. A.3). Per scopi teorici è più efficiente assumere l'esistenza din un rivelatore 
lineare “virtuale”, parallelo al rivelatore reale, passante per l'origine del sistema di coordinate  
(x, y).
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Figura A.3 - Geometria fan beam con rivelatore  
lineare. [3]
Si indichi con  L la distanza tra un punto  r = (x, y), caratterizzato dalla distanza  r dal 
centro di rotazione e dall'angolo δ, e la sorgente S (Fig.A.3). Se si assume la geometria pencil 
beam, per tale punto si troverebbe la proiezione, pγ (ξ), ad un angolo γ e ad una posizione ξ del 
rivelatore (la coordinata ξ in figura A.3 è rappresentata da una linea tratteggiata). Le relazioni 
tra le coordinate della pencil beam e quelle della fan beam sono:
γ=θ+ψ=θ+arctan( aFCD) , ξ=a cos (ψ )=a FCD√a2+FCD2 (A.46)
A questo punto, viene effettuata la trasformazione dell'equazione della retroproiezione filtrata






p γ(ξ )g ((xcos (γ )+ ysin(γ))−ξ )d ξ)d γ (A.47)
nella geometria  fan beam, attraverso un cambio di coordinate dalla geometria  pencil beam a 
quella fan beam [3]
(ξ , γ)→(a , θ).          (A.48)
La  proiezione  pγ (ξ)  può  essere  espressa  mediante  le  nuove  coordinate,  facendo  uso  delle 
relazioni (A.46):
p γ(ξ )→ pθ+ψ(a FCD√a2+FCD2)=ϕθ(a)         (A.49)
L'espressione per la retroproiezione filtrata sarà [3]:






ϕθ ag [r cosθarctan aFCD −δ− a FCDa 2FCD2 ] FCDa2FCD 2 
3
da   (A.50)
Per  convenienza  si  sostituisce  ψ=arctan( aFCD) all'argomento  di  g,  il  quale  può  essere 
facilemente calcolato dalla figura A.3.
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Utilizzando la legge di addizione per il  coseno, cos (α±β)=cos (α)cos(β)∓sin(α)sin(β),  e le 
seguenti espressioni (che possono essere anche lette dalla figura A.3): 




√a2+FCD2            (A.51)
si può scrivere l'argomento della g nella (A.50) come:
r cos (θ+ψ−δ )− a FCD
√a2+FCD2
=r cos (θ−δ) FCD
√a2+FCD2
−(r sin(θ−δ )+FCD) a
√a2+FCD2 (A.52)
Si introduce un'altra distanza denotata con U (Fig. A.3):
U=FCD+r sin(θ−δ) (A.53)
A questo punto si indica con la coordinata a' la posizione del punto (r,  δ) sull'asse virtuale del 
rivelatore così che






a '=FCD r cos(θ−δ )
FCD+r sin (θ−δ)
=FCD r cos(θ−δ )
U (A.55)
Pertanto l'argomento di g nella (A.50) può essere semplificato [3]:







così che la (A.50) è data da [3]:














e2π i q ξ∣q∣dq (A.58)
rappresenta la trasformata di Fourier del filtro a rampa, nella (A.57) la funzione g può essere 
scritta come [3]:
g((a '−a) U√a2+FCD2 )=∫−∞
+∞
e




porta a scrivere la (A.59) come:






e2πi q (a '−a )∣q '∣dq '= a
2+FCD2
U 2
g (a '−a) (A.61)
pertanto la (A.57) sarà









g (a '−a)( FCD√a2+FCD2 )
3
da=...






ϕθ(a)( FCD√a2+FCD2)g (a '−a)da}d θ=... (A.62)










2(ϕθ(a) FCD√a2+FCD2)∗g (a) (A.63)






la proiezione filtrata misurata viene retroproiettata verso il centro della sorgente. Proiettando 
indietro, il segnale è pesato con il reciproco della variabile U al quadrato. In questo caso, U è la 
distanza dalla sorgente al punto sul raggio centrale del fan (Fig. A.3).
A.4.3 Discretizzazione della backprojection per la geometria fan 
beam
Nel trattare l'implementazione pratica per la geometria fan beam si considera il processo 
di campionamento con un numero finito di punti di campionamento, sia nella geometria con 
intervalli angolari uguali (rivelatore curvo) che in quella con intervalli spaziali uguali (rivelatore 
lineare).
Consideriamo il caso per un rivelatore curvo, si indichi la proiezione campionata con:
ϕθ n( jΔφ) , con j=−D /2,... ,0 , ... , D /2−1  e n = 1,..., Np
dove  θn è l'angolo di proiezione,  D è il numero di elementi del rivelatore e  n è il numero di 
proiezioni.  Gli  elementi  D del  rivelatore  sono situati  ad una ugual  distanza angolare  su un 
cerchio il  cui centro è la sorgente. Nella relazione precendente sono stati scelti gli indici in  
modo tale che ϕθn(0), con j = 0, corrisponde al raggio centrale del fascio.
Mentre per la geometria pencil beam si retroproietta lungo raggi paralleli, nella geometria fan 
beam la retro-proiezione è lungo i raggi del fan che convergono alla sorgente di raggi X. 
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Allo stesso modo di quanto avviene per la geometria  pencil beam,  non ci si aspetta che nel 
calcolo del contributo di  hθn(ψ) per un certo pixel dell'immagine  f (r,  δ)  e per un angolo  ψ 
corrisponda  direttamente  a  un  elemento  del  rivelatore  jΔφ.  Pertanto,  bisogna  fare 
un'interpolazione tra i valori dei campioni.
Analogamente alla (2.37), per la discretizzazione della retroproiezione della pencil beam 
(si veda paragrafo 2.10.2), la discretizzazione della filtered backprojection per la geometria fan 
beam è data da [3]:












dove la retroproiezione è su 2π con una distanza angolare di 2π/Np.
Da questa espressione, si vede che la retroproiezione è convergente alla sorgente. Pertanto, il 
segnale di proiezione è pesato dal reciproco della distanza al quadrato (si ricordi che la distanza  
è tra la sorgente e il pixel considerato).
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Figura A.4 - Per retroproiettare il valore della  
proiezione filtrata dev'essere eseguita  
un'interpolazione. [3]
A.5 Cone beam
Si descriva l'algoritmo Feldkamp, Davis, e Kress, FDK [3, 17]. Con la geometria cone 
beam si  considera un  fan inclinato (in  figura A.5 è  rappresentato dalla  superficie  A)  di  un 
angolo  κa rispetto al  fan centrale. Solo alla proiezione misurata lungo l'intersezione del piano 
centrale con il piano del rivelatore viene applicato il caso fan beam studiato in precedenza.
L'angolo κa è definito dall'espressione:
κ a=arctan( b√a2+FCD2) (A.66)
e varia lungo le righe del rivelatore piano di coordinate (a, b).  FCD è, ancora una volta, la 
distanza tra la sorgente ed il centro del sistema di coordinate (x, y). 
Se il sistema cone beam è considerato ad un fissato angolo di proiezione θ, allora il trattamento 
matematico  delle  singole  proiezioni  di  ogni  fan all'interno  del  cono  non  differisce  dal 
trattamento dei fans descritto nel precedente paragrafo. Ora bisogna tener in considerazione le 
nuove distanze all'interno del fan inclinato.
La proiezione di un punto r = (x, y, z) nel raggio del cono che interseca la posizione (a, b) nel 
rivelatore (Fig. A.5) dipende dall'angolo del fan centrale ψ tramite
a=FCD tan(ψ) (A.67)
e dall'angolo κa tramite
b=√a2+FCD2 tan(κ a) (A.68)
E' possibile definire un nuovo sistema di coordinare, per il piano obliquo, con versori nσ , nη e 
nξ  mostrati in figura A.5. nσ  punta nella direzione dell'asse a del rivelatore, nη  punta verso la 
sorgente lungo il raggio centrale del fan inclinato e nξ=nσ×nη  è normale alla superficie A di 
tale fan. nξ  è ruotato di un angolo
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κ 0=arctan( bFCD) (A.69)
rispetto all'asse z.
Analogamente alla trattazione descritta per la ricostruzione fan beam, dev'essere trovata 
una trasformazione adeguata  alla  geometria  parallel  beam per  poter  ricostruire  un punto  ρ 
disposto nel  fan inclinato di un angolo  κ0 (Fig. A.6). In questo modo la ricostruzione di una 
proiezione parallela “virtuale” pγ (ζ), per un angolo fissato γ (angolo rispetto alla posizione ζ del 
rivelatore),  può  essere  calcolata  all'interno  del  fan inclinato.  La  posizione  “virtuale”  ζ del 
rivelatore è indicata dalla linea tratteggiata nelle figure A.5 e A.6 che passa attraverso l'origine 
(shiftata di b rispetto al sistema di coordinate del fan principale) e forma un angolo retto con il 




, γ=θb+φ=θb+arctan( a√FCD2+b2) (A.70)
Quindi, il problema della ricostruzione tridimensionale per la cone beam è ridotto al problema 
della ricostruzione bidimensionale per la fan beam. Attraverso il cambiamento di coordinate
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Figura A.5- Geometria cone beam con un rivelatore piano. [3]
(ζ , γ)→(a ,θb) (A.71)
la proiezione pγ (ζ) può essere espressa come:
pγ(ζ )→ pθ b+φ(a √FCD2+b2√FCD2+a2+b2)=ϕθb(a ,b)∣b=cost. . (A.72)
Grazie alle nuove coordinate è possibile scrivere [3]:






ϕθb(a , b)( √FCD2+b2√FCD2+a2+b2)g (a '−a)da}d θb=... (A.73)






2 [(ϕθb(a , b)( √FCD2+b2√FCD2+a2+b2))∗g (a )]d θb
dove per convenienza si è definito Ub come U b=√FCD2+b2+ρsin(θb−δ) .
La relazione tra l'angolo di rotazione θb attorno al versore nξ , normale alla superficie del fan 
inclinato, e l'effettiva rotazione θ nel piano (x, y) è [3]:
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Sostituendo quest'ultima relazione alla (A.73) si ottiene [3]:





2 [(ϕθb(a ,b)( FCD√FCD2+a2+b2))∗g (a )]d θ (A.75)






Quindi la (A.75) sarà [3]:




U 2 [(ϕθb(a , b)( FCD√FCD2+a2+b2))∗g (a)]d θ (A.77)
questa è la retroproiezione filtrata per la geometria  cone beam: la proiezione pesata e filtrata 
viene retroproiettata in modo convergente verso la sorgente. Quindi i valori sono pesati con il  
reciproco della distanza dalla sorgente al quadrato.
In forma più compatta si può scrivere:









2(ϕθ(a ,b) FCD√FCD2+a2+b2)∗g (a ) (A.79)
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=cos ψ cosκa (A.80)
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